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内 容 提要 


全 书 内 容 共 分 十 章 , 较 系统 地 介绍 了 排队 系统 的 基础 理 
论 , 重 点 阐述 了 几 种 典型 排队 系统 的 瞬 态 和 稳 态 性 质 ,以 及 其 
基本 的 分 析 方 法 。 第 二 章 和 第 三 章 介 绍 了 无 限 源 和 有 限 源 的 
简单 排 叭 系统 ,第 四 章 在 传统 分 析 的 基础 上 ,前 述 了 分 析 M7 
G/1 型 排队 系统 瞬 态 性 质 的 又 一 种 新 思路 ,而 第 九 章 和 第 十 
章 较 详细 地 分 别 介 绍 了 经 典 排 队 系 统 理论 延伸 的 两 个 方面 
一 一 休假 排队 系统 与 可 修 排 趴 系统 ,并 在 附录 中 对 著名 的 
Little 公式 ,以 及 A pnr] 三 者 的 关系 作 了 阐述 ,同时 注意 
到 管理 科学 .计算 机 科学 ,通信 等 工程 科学 专业 实际 ;概括 地 
介绍 了 排队 系统 理论 的 应 用 方面 和 实例 。 

本 书 是 作者 多 年 来 科研 成 果 的 总 结 ; 是 一 本 科技 专著 ,对 
科 靶 工作 者 和 工程 技术 人 员 有 较 太 的 参考 价值 ,同时 也 可 作 
为 有 关 专业 硕士 .博士 研究 生 相 应 课程 的 教材 和 教师 的 教学 
BAH. 


作者 简介 


唐 应 辉 , 男 ,1963 年 3 月 出 生 ,1988 年 1 月 硕士 毕业 于 西安 电子 
科技 大 学 运筹 学 专业 ,1998 年 5 月 破 烙 晋升 为 电子 科技 大 学 教授 ， 
现任 电子 科技 大 学 应 用 数学 系 工程 数学 教研 室 主任 ,学 校 数学 学 科 
职称 评议 组 成 员 , 电子 科技 大 学 4 运筹 与 控制 ?硕士 点 的 学 科 带 头 人 ， 
四 川 省 工业 与 点 用 数学 学 会 理事 ,全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 四 川 省 
赛区 组 委 会 副 秘书 长 . 

感 兴 趣 的 研究 领域 是 排队 论 及 其 应 用 ,系统 可 靠 性 分 析 ; 应 用 概 
率 模型 及 应 用 ,决策 理论 和 系统 工程 领域 中 的 运筹 学 问题 ， 作为 独 
著 或 第 一 作者 , 近 十 年 已 在 国内 外 重要 学 术 刊 物 上 发 表 学 术 论文 近 
50 Æ, a «J. of Applied Probability }, 4 Microelectronics & 
Reliability}, {Acta Mathematic Scientia }, 4J. of Systems Science &. 
Systems Engineering}, (Chinese J. of Electronics), 4 A A 1B it 
与 实践 》《 电子 学 报 ?》 必 系统 科学 与 数学 ?高 校 应 用 数学 学 报 》, 必 控 
制 与 决策 3) 等 ,其 中 独立 地 在 国外 有 影响 刊物 上 发 凡 6 需 ,在 国内 一 
组 刊物 上 发 表 近 20 简 . 在 公开 发 表 的 学 术 论 文中 ,被 国内 外 有 影响 
检索 刊物 tSCI), EIJ, (EEA), (CCA), tMR》 和 中国 数 党 文摘 } 等 
共 检 索 43 篇 ,其 中 被 国际 权威 检索 刊物 SCI 《E13 检索 13 篇 次 ， 
国家 自然 科学 基金 资助 项 目 ( 可 人 收 系 统 的 评价 分 析 和 决策 的 理论 方 
法 研究 ?1997 年 歼 电子 工业 部 科技 进步 (理论 成 果 ) 三 等 奖 ( 排 名 第 
—), 


应 小 我 , 男 ,1955 43 B RETENAIT. WAE RER 
授 ,1994 年 博士 毕业 于 重庆 大 学 自动 控制 理论 与 应 用 专业 . 1988 年 
至 ] 989 年 在 英国 Management School of University of Lancaster {F 
访问 学 者 . 1990 年 1 月 破格 普 升 为 副教授 ,1993 年 5 月 破格 晋升 为 
管理 专业 和 和 西南 交通 大 学 管理 科学 与 工程 专业 博士 生 指 导 教 病 ,四 
川 省 首 批 学 术 与 技术 带头 人 人 ,中国 系 统 王 程 学 会 常务 理事 ;中 国 数量 
经 济 学 会 理事 ,四 川 省 知识 经 济 促进 会 理事 长 ,四 川 省 数量 经 济 学 会 
fal FZ ERK. 

10 多 年 来 ,主要 从 事 管理 科学 与 工程 领域 的 研究 工作 . 作为 项 
目 负责 人 和 第 一 主 研 , 主 持 并 完成 10 余 项 国家 级 和 省 部 级 科研 项 
站 ba. KRM SESH BRAS BURA 
才 培 养 计 划 ? 基 金 项 目 , 国 家 自然 科学 基金 项 目 ,国家 自然 科学 基金 
青年 基金 项 目 , 国 家 教委 资助 优秀 年 轻 教 师 基金 项 目 ; 国 家 教委 博士 
点 基金 项 目 和 电子 工业 部 软 科学 项 目 等 . 

在 经 济 预 测 与 决策 , 投 人 人 产 出 分 析 ,; 投 资 系统 分 析 , 数 量 经 济 分 
析 , 运 筹 与 管理 和 科技 管理 等 方面 出 版 著作 5 本 , 发 表 学 术 论 文 100 
余 篇 ,获得 11 项 国家 级 和 省 部 级 奖励 ,其 中 包括 国家 科技 进步 三 等 
奖 1 项, 四川 省 科技 进步 一 等 奖 1 项 ,电子 工业 部 科技 进步 一 等 疾 1 
项 ,国家 统计 局 全 国 统 计 科 技 进步 二 等 奖 2 项 ， 

获得 10 余 项 国家 级 和 省 部 级 荣誉 称号 . 1999 年 获 国 家 有 突出 
贡献 中 青年 专家 称号 用 国家 人 事 部 专业 技术 人 才 一 等 功 奖励 ,同年 
还 效 得 全 国 五 一 劳动 奖章 . 1998 年 获 中 国 青 年 科学 家 瞻 . 1996 HERR 
电子 工业 部 有 突出 贡献 中 青年 专家 称号 . 1992 年 被 评 为 电子 工业 部 
优秀 科技 表 年 ,同年 被 评 为 政府 特殊 津贴 专家 . 


a 


Ff 


HEME Queueing Theory) 又 名 随机 服务 系统 理论 ;是 研究 拥挤 
现象 的 一 门 学 科 , 它 通过 研究 各 种 服务 系统 在 排队 等 得 中 的 概率 特 
性 ,来 解决 系统 的 最 优 设计 和 最 优 控制 。 排 队 论 是 运筹 学 的 重要 分 
支 , 也 是 应 用 概率 的 分 支 , 所 研究 的 问题 有 很 强 的 实际 背景 , 它 起 源 
于 20 世纪 初 丹 麦 电 信 工 程 师 A. K. Erlang 对 电信 系统 的 研究 。 之 
后 ,经 过 国内 外 的 数学 家 和 运筹 学 家 的 近 90 年 的 努力 ,排队 论 已 是 
一 门 成 熟 的 理论 ,其 文献 数 以 千 计 ,特别 是 随 着 计算 机 技术 的 迅猛 发 
展 ,排队 论 的 发 展 更 是 日 新 月 灌 , 其 应 用 领域 也 不 断 扩大 .目前 ;排队 
论 已 广泛 用 于 电信 和、 交通 运输 、 生 产 与 库存 管理 ,计算 机 系统 设计 、 计 
算 机 通信 网 络 .军事 作战 .柔性 制造 系统 和 系统 可 靠 性 等 众多 领域 ， 
取得 了 丰硕 成 果 , 并 已 成 为 工程 技术 人 员 、 管 理 人 员 在 系统 分 析 与 设 
itp Ay BRR TA. 

本 书 内 容 分 为 十 章 , 较 系统 地 介绍 了 排队 系统 的 基础 理论 ,同时 
注意 到 管理 科学 、 计 算 机 科学 ,通信 等 工程 科学 专业 实际 ,概括 地 介 
绍 了 排队 系统 理论 的 一 些 应 用 方面 ,并 较 详细 地 分 析 了 计算 机 设计 
中 的 实时 处 理 和 管理 科学 中 的 存储 问题 。 休 假 排队 系统 与 可 修 排队 
系统 是 现 类 更 广泛 .更 复杂 的 排队 系统 ,是 经 典 排队 系统 理论 钉 守 的 
延 促 和 拓 广 ;而 且 又 提出 了 许多 新 的 研究 课题 ,因此 , 近 几 十 年 来 一 
直 是 比较 活跃 的 研究 方面 ,成 果 也 层出不穷 。 为 此 ,作者 写 出 第 九 章 
和 第 十 章 , 分 别 介绍 这 两 方面 的 研究 内 容 , 以 给 读者 。 书 中 部 分 内 容 
主要 参考 了 国内 外 较 有 代表 性 的 文献 和 著作 ,也 有 相当 内 容 是 作者 
老年 来 的 研究 工作 和 教授 这 门 课程 的 经 验 总 结 。 如 泊 松 流 充 分 几 桔 
条 件 的 简洁 证 明 ,M/G/1/< 排 队 系 统 队长 瞬 态 分 布 的 直接 讨论 方 
法 和 稳 态 分 布 的 递 推 公式 ,以 及 该 系统 输 抽 过程 的 洪 人 更 新 过 程 分 
析 法 和 离 去 顾客 平均 数 的 渐 近 展开 等 ,特别 是 关于 休假 排队 系统 与 


可 企 排 队 系 统 的 有 闫 内容, 更 是 作者 多 年 半 历 的 续 印 。 才 外 , 书 末 增 
期 了 一 个 册 录 ,介绍 内 容 涉及 到 的 .引用 到 的 ,但 又 不 适合 写 进 正 文 
中 的 有 关 知 识 , 特 别 是 对 著名 的 Little 公式 的 图 述 ,以 及 对 pi、 村 
bp) 三 者 关系 的 说 朋 , 相 信 读 省 阅 后 对 涉及 到 的 有 关 问 题 会 有 更深 刻 
的 认识 ;因此 ,本 书 肉 容 具有 一 定 的 广度 和 深 虚 。 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ,作者 力求 做 到 内 容 层 次 分 明 , 知 构 严 并 ， 
概念 准确 ,表述 清楚 .理论 分 析 由 浅 人 深 , 论 证 严格 ,即使 对 司 下 到 的 
而 又 没有 给 出 证 明 的 结果 ,作者 也 尽力 指明 出 处 。 

但 是 ,由 于 作者 水 平 有 限 , 错 误 在 所 难免 ,县 请 广大 该 者 指正 ,以 

最 后 ,作者 感谢 国家 杰出 青年 科学 基金 (编号 79725002) 和 国家 
教委 跨 世 纪 优秀 人 才 培 养 计划 基金 ( 教 技 厢 [1997 12 号 ) 的 资助 ,也 
感谢 多 年 来 关心 和 支持 作者 工作 的 领导 ,同事 和 朋友 。 


作者 
2000 年 3 月 于 电子 科技 大 学 


常用 符号 说 明 
第 nn 个 顾客 的 到 达 时 刻 
第 个 到 达 与 第 x 一 1 个 到 达 之 问 的 癌 隔 时 间 
PNAN PRT H KIA f R R 
AAB R EAA E 
B n 个 顾客 所 需 的 服务 时 间 
AR Ef |} BOF Ap PB BY 
单位 时 间 内 的 平均 服务 率 ( 忙 的 条 件 下 ) 
系统 的 交通 强度 
时 刻 : 的 趴 长 (顾客 数 ) 


: 时 刻 # 的 等 符 队 长 


于 衡 时 任意 时 刻 的 队长 

平衡 时 的 六 均 队 长 

平衡 上 时 到 达 的 硕 客 看 到 的 队长 

半 衡 时 服务 完毕 离开 系统 时 国 在 杀 统 中 的 趴 兵 
平衡 时 任意 时 刻 的 等 每 队长 

平衡 时 任意 时 刻 的 军 均 等 竺 队长 

时 刻 # 队长 为 了 的 概率 

平 效 时 任意 时 刻 队 长 为 7 的 概率 

平衡 时 到 村 顾客 看 到 队长 为 /的 概率 

半 衡 时 服务 完毕 离开 系统 时 留 在 系统 中 中 长 为 地 的 概 
率 

平衡 时 顾客 的 逗留 时 间 分 布 函 数 

半 衡 时 顾客 的 至 留 时 间 

顾客 的 平均 逗留 时 间 

平衡 时 顾客 的 等 待 时 间 分 布 函数 

平衡 时 顾客 的 等 待 时间 

顾客 的 平均 等 得 时 间 

忙 期 长 度 


BO): CRAIC RE ay adap BR 

T; 系统 的 闲 期 长 度 
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第 一 章 7 > 


S1 排队 系统 概述 


1. 排队 例子 及 基本 概念 


排队 是 日 常生 活 和 工作 中 常见 的 现象 ,例如 ;上 下 班 坐 公共 汽 
车 ;等 得 公共 汽车 的 排队 ;顾客 到 商店 购物 形成 的 排队 ; 兰 人 到 医院 
看 病 形 成 的 排队 ; 往 上 如 处 购 标 形成 的 排队 等 ; 另 一 种 排队 是 物 的 排 
队 , 例 如 文件 等 待 打印 或 发 送 ;路 口红 灯 下 面 的 汽车 、 自 行车 道 过 | 
字 路 口 . 排队 现象 是 由 两 个 方面 构成 , 一方 要 求 得 到 服务 , 另 一 方 设 
法 给 予 服 务 . 我 们 把 要 求 得 到 服务 的 人 或 物 ( 设 备 ) 统 称 为 左 客 ,给 对 
服务 的 服务 人 员 或 服务 机 构 统 称 为 服务 员 或 服务 台 ( 有 时 服务 员 专 
指 人 ,而 服务 台 是 指 给 予 服 务 的 设备 ). PS SR A AR TP 
队 系 统 ; 或 你 为 随机 服务 系统 ;显然 ;人 孔 少 顾客 或 服务 台 任 何 一 方 邦 
不 会 形成 排队 系统 ， 

排队 现象 有 的 是 以 有 形 的 形式 出 现 ,例如 上 下 班 坐 公共 汽车 等 ， 
这 种 排队 我 们 称 为 有 形 排队 ;而 有 的 是 以 无 形 的 形式 出 现 ,例如 有 许 
包 顾 客 问 时 打 电 话 到 订购 外 订购 车 票 ; 当 其 中 一 个 顾客 正在 通 证 时 ， 
其 它 顾客 就 不 得 不 在 各 目的 电话 机 过 等 待 ,他 们 可 能 分 散在 各 个 地 
方 , 但 却 形成 一 个 无 形 的 队列 等 待 通话 ,这 种 排队 现象 称 为 无 形 排 
队 ， 


2. 基本 的 排队 系统 
1) 单 服务 员 的 排队 系统 ,其 图 解 表 示 如 下 ( 见 岁 1.1) 


ox 服务 二 
顾客 到 这 ~ “09 页 服务 完成 离 去 


正在 接受 服 
AY 


图 1.1 
2) 多 服务 员 ( 台 } 的 排队 系统 ;其 图 解 表 示 如 图 1.2 利 1.3 所 示 ， 
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图 1.2 排 或 一 个 队列 


队列 1 


“OO aaa PEASE 


顾客 到 达 队列 2 


服务 完 
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图 1.3 排 成 多 个 队列 
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图 1-4 BEK 


以 及 串 并 混合 .网 络 等 排队 系统 . 
fe 


3. 排队 论 研 究 的 内 容 和 有 目的 


在 各 种 排队 系统 中 ;随机 性 是 它们 的 一 个 共同 特性 ,市 有 旦 起 着 根 
本 性 的 作用 , 顾客 的 到 达 间 苔 时 间 与 顾客 所 需 的 服务 时 间 中 ,圣人 少 有 
一 个 具有 随机 性 ,否则 问题 就 大 简单 了 . 排队 论 主要 研究 描述 系统 的 
一 些 主要 指标 的 概率 特性 ,分 为 三 大 部 分 : 

1) 排 队 系 统 的 性 态 问 题 

研究 排 众 系统 的 性 态 问 题 就 是 研究 各 种 排 队 系 统 的 概 认 规律 ， 
主要 包括 系统 的 队长 (系统 中 的 顾客 数 ) .顾客 的 等 待 时 间 和 运 留 时 
间 ,以 及 忙 黄 等 的 概率 分 布 , 包 撕 它们 的 瞬时 性 质 和 统计 平衡 下 的 性 
态 , 排队 系统 的 性 态 问题 是 排队 论 研 究 的 核心 ;是 排队 系统 的 统计 推 
断 和 最 优化 问题 的 基础 . 从 应 用 方面 考虑 ,统计 平衡 下 的 各 个 指标 的 
BRE AE. 

2) 排 队 系 统 的 统计 推断 

为 了 了 解 和 掌握 一 个 正在 运行 的 排队 系统 的 规律 ,就 需要 通过 
过 次 观测 .搜集 数据 ,然后 用 数理 统计 的 方法 对 得 到 的 数据 进行 加 工 
处 理 ,推断 所 观测 的 排队 系统 的 概率 规律 ,从 而 应 用 相应 的 理论 成 尝 
来 研究 和 解决 该 排队 系统 的 有 关 问 题 . 排队 系统 的 统计 推断 是 已 有 
理论 成 果 应 用 实际 系统 的 要 础 性 工作 ,结合 排队 系统 的 特点 ,发 展 这 
类 特殊 随 袖 过程 的 统计 推断 方法 是 非常 必要 的 . 

3) 排 队 系 统 的 最 优化 问题 

排队 系统 的 最 优化 包括 系统 的 最 优 设计 ( 胡 态 最 优 ) 和 已 有 系统 
的 最 优 运 行 控 制 (动态 最 优 ) ,前 者 是 在 服务 系统 设置 之 前 ,对 未 来 运 
行 的 情况 有 所 估计 ,使 设计 大 员 有 所 依据 ,例如 电话 局 的 规模 ,水 库 
容量 的 大 小 .机 场 跑道 数目 的 设计 等 1 后 者 是 对 已 有 的 排队 系统 寻求 
最 优 运 行 策略 ,例如 库房 领取 工具 , 当 排 队 领 取 工 具 的 工人 太 和 多 ,就 
境 设 服务 员 , 这 样 虽然 增加 了 服务 费用 ,但 另 一 方面 却 减 少 了 工人 领 
取 工 具 的 等 待 时 间 , 即 增加 了 工人 有效 的 生产 时 间 , 这 样 带 来 的 好 处 
可 能 光 超 过 服务 费用 的 增加 . 因此 , 对 于 一 个 排队 系统 的 设计 或 运行 
管理 ,就 需要 考虑 顾客 与 服务 双方 的 利益 ,以 便 在 某 种 合理 的 指标 上 
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使 系统 达到 最 优化 . 对 大 多 数 实际 系统 讲 , 硬 把 输 人 看 作 是 由 客观 条 
件 决定 的 ;不 受 控 制 ( 有 了 时 也 可 采取 控制 输入 的 手段 ), 则 解 央 这 种 澡 
题 的 关键 是 确定 服务 率 或 服务 台数 或 选取 顾客 的 服务 规则 或 这 几 种 
最 的 组 合 , 使 之 在 某 种 意义 下 系统 达到 最 优 . 优化 的 指标 疯 数 可 以 是 
时 间 : 也 可 以 是 费用 或 收入 . 学 习 和 应 用 排队 论 知 误 就 是 要 解决 客观 
系统 的 最 优 设计 或 运行 管理 ,创造 更 好 的 经 济 效益 和 社会 效益 . 


4. 排队 系统 的 基本 组 成 部 分 


尽管 排队 系统 是 各 种 各 样 的 ,但 从 决定 排队 系统 进程 的 主要 因 
EA CES ROAR: BALE. AOR ARS. Fae 
PDN EA iH EH. 

DAA iE 

a A LPEE RS e RI IRE AY ARIA EBA R 
统 . a) UE RAR : AS UT BEA PRAY. the BY REF PR). Bjt 
“LT PA RAE aR AS LE E A RAN ANA OP PY 
以 看 成 是 无 限 的 5 因为 不 存在 最 大 的 限制 数 ). 号 到 还 的 业 型 :顾客 是 
PAD RA RD. BR ARERR ER PLA RTP 
达 ; 在 库存 问题 中 ,进货 看 成 顾客 到 达 ; 就 是 成 批 到 达 的 例子 , O R 
顾客 到 达 的 间隔 时 间 服 从 什么 样 的 概率 分 布 ,分 布 的 参数 是 什么 ,到 
过 的 智 友 时 河 之 间 是 否 独 立 . 如 果 设 了 二 0,7tn 之 1 表示 第 4 个 
( 批 ) 顾 客 的 到 达 时 刻 ; 则 

PSLE TT 

Le 722 T,—T ne, BABB ne PCD AS BAR AS n 
一 1 个 ( 批 ) 顾 客 到 达 时 刻 之 差 , 称 序列 {r.,n 实 1} 为 顾客 相继 到 达 的 
间隔 时 间 序 列 . 在 排队 论 研究 中 ,一 般 假 定 {t.;n 宇 1} 相 互 独立 、 同 分 
布 .有 定 长 输入, 即 顾 客 是 等 距 时 间 到 达 ; 最 简单 流 输入 Poisson 流 
输入 }); 即 {ftsn 宇 1 独立 , 同 负 指数 分 布 ;# 阶 爱 尔 庚 输入 ; 超 指数 分 
布 输入 ; 几何 分 布 输入 ;一 般 独 立 输 入 ;成 批 输 入 (每 次 到 达 是 一 批 顾 
客 ,每 批 的 个 数 可 以 是 固定 的 ,也 可 以 是 随机 的 ), 以 及 其 它 形式 的 输 
人 等 . 
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2 排队 规则 

排队 规划 是 指 服务 允许 不 允许 排队 ,顾客 是 否 愿意 排队 . 在 排队 
等 竺 的 情形 下 服务 的 顺序 是 什么 ,分 为 :e) 损 失 制 :顾客 到 达 时 , 若 所 
有 上 服务 台 均 被 占 , 和 服 务 机 构 又 不 允许 顾客 等 待 , 此 时 该 顾客 就 自动 离 
去 ,例如 通常 使 用 的 损失 制 电话 系统 . 外 等 特制: 顾客 到 达 时 ,着 所 有 
服务 台 均 被 占 ,他 们 就 排队 等 待 服务 . 在 等 待 制 系统 中 ,服务 咽 序 六 
分 为 : 先 到 先 服务 , 即 顾 客 按 到 达 的 先后 顺序 接受 服务 ;后 到 先 服 务 ， 
例如 情报 系统 、 天 气 预报 资料 总 是 后 到 的 信息 越 重 要 ,要 先 处 理 ; 随 
机 服务 , 即 在 等 待 的 顾客 中 随机 地 挑选 一 个 顾客 进行 服务 ,例如 电话 
员 接线 就 是 用 这 种 方式 工作 ;有 优先 祝 的 服务 , 即 在 排队 等 待 的 顾客 
中 , 某 些 类 型 的 苔 窒 具 有 特殊 性 ,在 服务 师 序 上 要 给 予 特别 待遇 ,让 
他 们 先 得 到 服务 ,例如 病危 人 先 治 疗 ; 带 小 孩 的 顾客 先进 站 等 . 优先 
权 又 分 强拆 型 优先 权 和 非 强拆 型 忧 先 权 . 强拆 型 优先 权 是 指 这 藉 顾 
客 到 达 时 ,无 论 正在 接受 服务 的 顾客 是 在 服务 完毕 ,都 必须 立即 中 目 
服务 而 转 为 接受 这 类 吴 客 并 给 予 服 务 ,例如 医院 对 病危 人 的 服务 . 非 
强拆 型 优先 权 是 指 这 类 顾客 到 达 时 ,必须 等 待 正在 接受 服务 的 顾客 
服务 完毕 后 才 会 得 到 服务 . 在 多 个 服务 台 的 情形 ,顾客 到 达 古 排 成 一 
个 队列 ,或 是 排 成 多 个 队列 ,例如 在 并 联 服务 台 的 排队 系统 中 . 而 对 
于 循环 排队 ,如 纺 纱 工 管理 m 台 机 器 ,总 是 在 各 机 器 之 间 按 赂 定 路 
线 巡 回 , 遇 到 哪 台 机 器 故障 就 处 理 哪 台 . c) 混合 制 :损失 制 与 等 答 制 
的 混合 ,分 为 队长 (容量 ) 有 限 的 混合 制 系统 ,等 待 时 间 有 限 的 混合 制 
系统 (等 待 时 间 扫 国定 的 时 间 ,否则 就 离 去 ), 以 及 还 留 时 间 有 限制 
的 混合 制 系统 . 

3) 服 务 机 构 

乾 划 服务 机 构 的 主要 方面 为 :ea) 服 务 台 的 数 肯 . 在 多 个 服务 合共 
情形 下 ,是 串联 或 是 并 联 : 纺 顾客 所 需 的 服务 时 间 服 从 什么 样 的 概率 
分 布 , 每 个 顾客 所 需 的 服务 时 间 是 否 想 互 独 立 ,是 成 批 服务 或 是 单个 
服务 等 . 常见 顾客 的 服务 时 间 分 布 有 : 定 长 分 布 ` 负 指数 分 布 , 超 指数 
分 布 兴 阶 爱 尔 朗 分 布 .几何 分 布 .一 般 分 布 等 - 

由 于 输 人 过程 ,排队 规则 和 服务 机 构 的 复杂 多 样 性 ,形成 了 各 种 
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各 样 的 排队 模型 ,因此 在 研究 一 个 排队 系统 之 前 ,首先 要 和 漠 清 这 三 部 
分 的 县 体内 容 和 结构 . 


5. 经 典 排队 系统 的 符号 表示 


一 个 排队 系统 是 由 许多 条 件 决 定 的 ,为 了 简明 起 见 , 在 经 典 排 队 
系统 中 , 常 采 用 3 一 5 个 英文 字母 表示 一 个 排队 系统 ,字母 之 间 用 射 
线 隔 开 : 第 一 个 字母 表示 输入 分 布 类 型 ,第 三 个 字母 表示 服务 时 间 的 
分 布 类 型 ,第 三 个 字母 表示 服务 台 的 数 上 且 , 第 四 个 字母 类 示 系统 的 容 
量 ;, 有 时 用 第 五 个 字母 表示 顾客 源 中 的 顾客 数目 . 例如 ， 

M/AM/c/ 吕 表示 输入 过 程 是 Poisson 流 , 服 务 时 间 服 从 负 指 数 分 
布 ,系统 有 < 个 服务 台 平 行 服务 (0 之 rc 所 co0) ,系统 容量 为 无 穷 , 于 是 
M/AMiec/ 吕 系统 是 等 待 制 系统 ; 

MGA1/ 吕 表示 输入 过 程 是 Poisson 流 , 顾 客 所 需 的 服务 时 间 为 
独立 .服从 一 般 概 率 分 布 , 系 统 中 只 有 一 个 服务 台 , 容 量 为 无 穷 的 等 
ee A 

GI/M/1/ 属 表示 输入 过 程 为 磊 客 独立 到 达 且 相继 到 达 的 间隔 
时 间 服 从 一 般 概 率 分 布 , 服 务 时 间 是 相 瑟 独立 .服从 负 指 数 分布 , 系 
统 中 只 有 一 个 服务 台 ,容量 为 无 穷 的 等 待 制 系统 ; 

E /G/1/K RIRA ANA M E ART E AE z EAA k BRR 
布 ,服务 时 间 为 独立 .服从 一 般 概率 分 布 ,系统 中 只 有 一 个 服务 台 , 容 
BH KASK <oo) MIRA BRS: 

D/M/o/K 表示 相继 到 达 的 间隔 时 间 独 立 . 服 从 定 长 分 布 , 服 务 
时 间 相 互 独立 .服从 负 指 数 分 布 , 系 统 中 有 上 个 服务 台 平 行 服务 , 符 
Hon K (cK Cool MRA HBS: 

MIMO RREA ERANA FEA AE EA r TS 
(sr<eoc), 批 与 批 的 到 达 间 了 嗣 时 间 独 立 、. 服 从 负 指 数 分 布 , 顾 客 的 
服务 时 间 独 立 、 服 从 负 指 数 分 布 ,有 一 个 服务 台 , 系 统 容 量 为 无 穷 的 
等 待 制 系统 ; 

MAafrrlyco 表 示 顾 客 是 成 批 到 过, 每 批 到 达 的 数量 X ERA 
某 个 离散 型 概率 分 布 律 的 随机 变量 , 批 与 批 的 到 达 间 隔 时 间 独 立 、 服 

+ §* 


从 负 指 数 分 布 , 而 系统 中 有 一 个 服务 台 , 顾 客 是 成 批 服 务 ,每 批 为 7 


个 顾客 , 且 服 务 时 间 独 立 . 服 从 仙 指 数 分 布 ,容量 为 无 穷 的 等 待 制 系 
统 ， 


6. 措 述 排队 系统 的 主要 数 最 指标 


1) 队 长 与 等 待 队 长 

队长 是 指 在 系统 中 的 顾客 数 ( 包 括 正在 接受 服务 的 顾客 ) ,而 等 
待 队长 是 指 系统 中 排队 等 待 的 顾客 数 ,它们 者 是 随机 变量 ,是 题 客 和 
服务 机 和 构 双 方 都 十 分 关心 的 数量 指标 ,应 正定 它们 的 分 布 及 有 关 定 
至少 是 期 望 乎 均值 ). 昂 然 ,队长 等 于 等 待 队长 加 上 正在 被 服务 的 顾 
客 数 . 

2) 顾 客 在 系统 中 的 等 待 时 间 与 带 留 时 间 

顾客 的 等 待 时 间 是 指 从 顾客 进 人 系统 的 时 刻 起 直到 开始 接 党 服 
务 止 这 段 时 间 , 而 返 留 时 间 是 顾客 在 系统 中 的 等 待 时 间 与 服务 时 间 
之 和 . 在 假定 到 达 与 服务 是 彼此 独立 的 条 件 下 ,等待 时 间 与 职务 时 间 
是 相互 独立 的 . 等 待 时 间 与 逗留 时 间 是 闫 客 最 关心 的 数量 指标 ,应 用 
中 关心 的 是 统计 平衡 下 它们 的 分 布 及 期 望 平 均值 . 

3) 系 统 的 性 期 与 困 期 

从 顾客 到 达 空 体 的 系统 ,服务 立即 开始 ,直到 系统 再 次 变 为 宇 
用 ;这 段 时 间 是 系统 连续 繁忙 的 时 间 , 我 们 称 为 系统 的 忙 期 , 它 反 了 映 
了 系统 中 服务 员 的 工作 强度 . 

当 入 期 对 应 的 是 系统 的 闲 期 , 即 系 统 违 续 保 持 空闲 的 时 间 长 度 . 
在 排队 系统 中 ,统计 平衡 下 忙 期 与 闲 期 是 父 替 出 现 的 . 

而 忙 期 循环 是 指 相 邻 的 两 次 忙 期 开始 的 间 隐 时间, 显然 它 等 于 
当前 的 忙 期 长 应 与 末期 长 度 之 和 ， 

4) 输 出 过 程 

输出 过 程 也 称 离 去 过 程 , 是 指 接受 服务 完毕 的 顾客 相继 离开 系 
统 的 过 程 . 刻画 一 个 输出 过 程 的 主要 指标 是 相继 离 去 的 间隔 时 间 和 
在 一 段 己 知 时 间 内 离 去 顾客 的 数目 ,这 些 指标 从 一 个 侧面 也 反映 了 
系统 的 工作 效率 . 

age 


此 外 :在 不 同 的 排队 系统 中 ,还 会 涉及 到 其 它 数量 指标 , 例如 在 
损失 制 与 混合 制 排队 系统 中 ,顾客 的 损失 率 及 单位 时 间 内 损失 的 平 
均 顾 客 数 ,在 多 服务 台 并 行 服务 的 系统 中 , 某 个 时 刻 正 在 忙 的 服务 台 
数目 ,以 及 系统 的 利用 率 等 . 


Y 2 几 个 重要 的 概率 分 布 


1. 定 长 分 布 ( 单 点 分 布 ) 


定义 1 设 随 机 变量 六 以 概率 1 a 2 BY PiX =a} =1. dl 
RX 服从 定 长 分 布 或 单 点 分 布 . 它 的 概率 分 布 晒 数 为 


Fit) = P(X <i} = K Se (1) 
2. 负 指 数 分 布 
定 久 2 一 个 连续 型 随机 变量 羡 , 若 它 的 分 布 密度 匡 数 为 
ae, ¢ => 0 
F = | (2) 
Ü, i <0 


Hep ACS 0 为 常数 , 则 称 随机 变量 X 服从 参数 4 的 负 指数 分 布 , 其 
概率 分 布 函数 为 


l— e7, 50 
D, E< 0 


Fa) = | {33 


k IRAE ELX" =EL k=1,2,.) HE DLX]=4r. 


引信 一 个 无 量 网 的 量 


_ /DTX] 
p= “EA (4) 


其 中 ,假定 ELX] 关 0, 称 9 为 随机 变量 X 的 变异 系数 . 
显然 , 腿 从 负 指 数 分 布 的 随机 变量 的 变异 系数 8 一 1, 这 是 一 个 
“He 


随机 变量 服从 人 负 指 数 分 布 的 必要 条 件 . 如 果 一 个 随机 变量 的 变异 系 
数 远离 于 1, 则 可 雇 认为 该 随机 变量 不 会 服从 负 指 数 分 布 . 


定理 1 设 连 继 型 随机 变量 天 服从 参数 46>0) 的 负 指 数 分 布 ， 
则 
DHE 220.5220, A 
P(X >i t sles PiX D> js e (5) 
DIHA- t5 AX 相互 独立 的 非 负 随 机 变量 了 ,和 任意 上 0， 
FEPUX>Y)>0 的 条 件 下 ,有 
PIX >Y + thory}= P(X >t}=<™% (6) 
证 明 ”4 由 条 件 概率 公式 ,有 


P{X t+ Shree FIR SE zsh 


PIX ~> i + s} GM a) -k 
— ae e 


PiX > s} 已 也 
2) 同 理 ,由 条 件 概率 公式 和 全 概率 分 解 ,有 有 
PIX>Y tter)=| PIX > 9 t they hdP IY Sy) 


一 站 saPt 二 由 = 人 
= 


我 们 把 负 指 数 分 布 的 这 个 性 质 称 为 “无 记忆 性 "或 “无 后 效 性 
它 的 直观 意义 是 ,如果 把 X 解释 为 机 器 的 使 用 寿命 , 则 该 机 器 在 使 
用 了 一 段 时 间 ( 这 段 时 间 可 以 是 随机 时 间 ) 还 没有 坏 的 条 件 下 , 它 的 
剩余 寿命 仍然 服从 原来 参数 的 负 指 数 分布 , 与 已 使 用 过 的 时 间 无 关 
正 因 为 负 指 数 分 布 基 有 这 个 性 质 ,在 排队 论 和 可 拜 性 理论 等 领域 内 
起 着 非常 重要 的 作用 . 下 面 证 明 “ 光 记忆 性 ”也 是 负 指 数 分 布 的 充分 
条 人 忻 ; 为 此 ;不 加 证 明 地 引进 数学 分 析 中 的 一 个 结果 ,其 证 明 也 本 网 
参考 文献 L121. 


引 理 1 设 g(x} 是 一 元 函数 , 则 g(x) 二 ata 交 0) 的 充分 必要 条 
件 是 

L)gta) Fe x Mits Ca IAD oe C1) 60; 

2) 对 任意 zyrg(r 十 y) 二 gtx}Y* gly) 


定理 2 设 X 是 取 非 负 值 的 连续 型 随机 变量 ， 

DE X RA TWITE” W X RATIER 

2)X 服从 参数 CORREA A FE BES EE ER 
的 (>0,E[X 一 引 必 一 元 


证 有 明 DIER 20.4 gD =P {X>}, M] eR 
单调 , 由 于 六 的 “无 记忆 性 ”, 则 对 任 取 的 v0, A 
gir +y HPUX > xt ¥} 

=P{X > at yle PIX > x} 
=P{X > yp  PUX > x} 
=giz) * gy) 

显然 对 一 切 0 0 A ae C1 0. RE goa. 

HS be) =0, MARREN n 


o= [el] = 


于 是 


n 
A no, A e(O=0.5K5 g(O =P (X>0} MAT A. 于 是 gd 
成 立 . 再 根据 引 理 1, 有 
g(r) =a*ta > 0) 
由 于 g(r) =P (XD 2} RES. A Oa cla =0 Ma=1 5 
使 得 1 一 gtz) 不 是 概率 分 布 函 数 ). 不 妨 令 
amet, AD | 
则 
g(x) =e *, reo 
- 10° 


EAH AX 服从 负 指 数 分 布 . 


2) 册 负 指 数 分 布 的 “无 记忆 性 *， 必 要 性 是 明显 的 ， 现 证 充分 
性 . 仍 令 
gla) = P(X > x) ga) = 1 gir), «Bo 


则 
E[X — tx) (x -一 £2)dP UX S Trl 
fee g(x) — gf) 
=| (xr nia a | 
=- f @ 一 fdg(x) 
ea) J, 5 

L 
TA 

于 是 


|e — nde) = Fe 
WAAR tO HAART ee A 
+ 下 Fed] 一 一 faz) =— g(t) 


于 是 
ed) = ce, 120 
Hh gO Eel, B eG) se, EE, 


3. & Bree RBA CErlang) 44h 
定 尺 3 如 果 连 续 型 跑 机 变量 总 的 概率 分 布 密度 SOH 


MD a 
ZE ae (7) 
0, <0 
MF X 服从 参数 ACO) k Pe RBS EA FA Ap RR 
FCA 
“11° 


上 一 1 ， 
F(t} =1—e*5) L, it 之 (8) 
T w 0 +, 


MEP E= G DE D= ERR 一 
借用 概率 密度 函数 ,用 归纳 法 易 证 下 面 定理 3. 


定理 3 WX Xo Xe EREM RAMS RACH ON 
TTS RCP AG W) X= XQ t Xt Xa RMB BOW A Rk ER RBS 
Ap. 
eso 
由 定理 3 A PARMA & IGT BR AR BE) A BS Ba PL BT Lk aS A A. 
独立 的 服从 负 指 数 分 布 的 个 随机 变量 之 和 . 里 然 爱 尔 划 分 布 不 其 
有 无 记忆 性 ,但 由 于 它 与 负 指 数 分 布 有 这 样 密切 的 联系 ,因此 可 用 负 
指数 分 布 的 特性 去 处 理 与 爱 尔 遍 分 布 有 关 的 问题 . 
定理 4 BRIER X JIRA k 阶 爱 尔 哄 分 布 , 则 对 一 切 + 之 0， 


eT td (9) 


WERA 由 定理 3 HAAS tX te +X HF Nyse ttt X; 
相互 独立 .服从 相同 参数 AC OY a a A. SA, el RA 
Hobi REM. ES) 0. A EARO A. 


由 上 可 知 , 当 上 一 1 时 ,Ei A R fats Bo a i Rony E, 
分 布 近似 正 态 分 布 ， 


4. 超 指数 分 布 


定义 4 若 连 续 型 随机 变量 XX 的 概率 密度 胃 煞 为 
*。 12 ， 


& 
fC) = 4f=1 (10) 
0, t<— 0 
k 
其 中 a> 0, H D7, = 1 AC Oo BARR = 1.2.05) FEX 


i=} 


服从 超 指 数 分 布 , 其 概率 分 布 函数 为 
FQ) = 1— ae 220 (11) 


它 的 期 望 平均 值 8[X] = 2) St ee DIX] = o 


: = ] 


超 指数 分 布 是 负 指数 分 布 的 一 种 混合 分 布 , 它 的 背景 可 作 如 下 
解释 ; 设 有 & 个 服务 台独 立地 并 行 服务 ,第 i 个 服务 台 提 供 的 服务 时 
间 服 从 参数 (>0) 的 负 指 数 分 布 ,到 达 的 顾客 以 概率 «选择 第 i 个 
服务 台 接 受 服务 (i 二 1,2,…,) ,这 样 顾客 的 服务 时 间 就 是 超 指数 分 
fii. 

5. Hes (Poisson) 分 布 

定义 5 车 离 散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 律 为 

p= PIX = ihs e, i= o2 a2) 
HH AC 0) Ay R BC UR X RA PA anA Poisson) 5} 4p A BH 
望 平均 值 ECX]=a,DLX]=a. 


$3 泊 松 过 程 (Poisson Fit) 


定义 1 考虑 单个 到 达 的 输 和 过程 , 令 NORPEN OIA 
到 达 的 顾客 数 , 风 {NN() ,1 安 0} 是 连续 时 间 参 数 的 随机 过 程 ( 计 数 过 
程 ), 如 果 满 足 ， 
«13° 


1) N(0)=0; 
DING) t20) AME BP ERR n PAT RO << 
+ <1, PBHLB ER NGD N ON GODS N GD e NGON G) 
是 相互 独立 的 ; 
DING), t0 RE FARE, AER 0 与 ;之 0, 有 


k 
PING +5) — NG) =k}= oe es k= 01,2." (1) 


其 中 4( 汪 0) 为 常数 ; 则 称 {N G@) 220) EIA i Poisson Hi 
或 最 简单 流 . 


上 述 定义 中 的 第 2) 条 下 示 到 达 过 程 具有 无 后 效 性 , 即 在 不 相交 
的 时 间 区 间 内 到 达 的 顾客 数 是 相互 独立 的 ,第 3) 杀 表示 在 (i,t 十 At] 
内 到 达 的 顾客 数 只 与 时 间 区 间 的 长 度 有 关 , 而 与 起 点 无 关 , 而 且 服 从 
泊 松 分 布 ,因此 ;对 一 个 固定 时 刻 芝 0, 在 (0, 口 内 到 达 顾 客 的 平均 数 
FE[N(CO] 一 马 , 这 样 在 单位 时 间 内 到 达 顾 客 的 平均 数 为 参数 \, 此 为 
参数 ) 的 物理 意义 . 
根据 第 3) 条 还 可 推 得 "], 当 A 充分 小 时 ,有 
PINA) = 1} = AM 4- oC At) (2) 


P{N(CAt) & 2} = oA) (3) 
下 面 定理 反映 了 泊 松 过 程 与 负 指数 分 布 有 着 密切 的 关系 、 


定理 1 {NGQ) 0} BBR AC 0) Poisson AN RAYE 
ga te, ol aw ee A ATR RP enl Aa] 
达 的 间隔 时 间 序 列 ， 

证 明 1) 必 要 性 , 设 1,=0,7, RRB n TMH AANA 
=], mli r= T, T, ponl. 

若 {N (1) £220} AAR ACH O) AY Poisson 流 , 则 

Pin > r= P{T >t} 
+ 14 a 


一 在 (0, 避 内 没有 到 达 } 
=P{ NG) =Os=e%*, 420 
BY ry 服从 参数 4 的 负 指 数 分 布 ， 
类 似 地 ,对 21 t 
一 
SPELT +) RA BK 
==| Pt 在 (zvs +t) AR BAIT, . <2} 
=| PING +ay—Nlr) = O}d PET, <r} 
SAPT a Lre, ya 
tb 


BP ma 一 1,2,…) 服 从 相同 参数 的 抽 指 数 分 布 ， 
下 面 证 对 任意 正 整 数 妆 有 rr 相互 独立 ， 
事实 上 ， 
人 th} 
SPAY, > tT, — ty the a tt) 
=P{NG) = 0 NT, +4) NCD = 0, 
ea N Ea rt) — N CE = 0! 


7 “ee | “PEN GH) = ON +h) - NG) =0, 
a ü 


1 


oN Cx, 1 + fa } T Nox n—1) -一 O}dF Cryst) 


see i wl -| CFAE TEELE SD 
=e a eTe 
Bll zi, res 57, MA Ep Pere tt ste) PERCE Tae Ly) 
的 联合 概率 分 布 函 数 . 
2) FEAT TE. 
04) 显然 N(0) 一 0; 
BNE IN GO ,t 之 0} 其 有 平稳 增 量 , 共 对 任 取 1 宇 0 520, 


. 15> 


PING Ho- NG) = m}= as" e“, mm O,1,2,¢° 


rH | 
事实 上 ， 
PING 4 5s) - NO Sm} = PRC + sl] REJA mA 
HPht 十 Tey bo + ani SS T, Tes 
其 中 i 是 的 剩余 到 达 间 了 昭 时 间 ， 
因为 {msn 实 1} 相互 独立 ,服从 相同 参数 的 负 指 数 分 布 , 所 以 
Testes ett srTiim 相 互 独 立 、 服 从 相同 参数 4 的 负 指 数 分 布 ,于 是 
PING+ s9) — NG) = m) 
ACAS 7"! 


一 “> nm 一 F p- -一 -一 -一 一 TAs : 

[Plea s= ar} Gn Dt eo dz 
: _ AKAs)”: _ 

— —Atr— r} a oo Ar 

=|: m ~~ Dt ede 


= (4s) e~*, m = 0, l; 2ye 
ml 


BELNO 222-0) RA TRER. 

c) 用 归纳 法 证 {N (8) ,1 宇 中 有 独立 增 量 , 即 对 任意 的 正 整 数 之 
2, 取 nn 个 任意 时 刻 L <r <r, AR ENG N O, N 
Go NGD  NGI-NG,-71) 4H A re. 

M4 y= 2 时 ， 
PINGO — NO) =k, NG.) — NG) =m) 
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SPNG) — NOD = &} e PENG.) — NUD =m}, 
ÈLM = 0,1. 2,4 
BH n=2 IP RM HH Sre rk, E s= 0. 
RE n= k tte. BI NGOS NED, N GS NUD, NO) 
NG DHEIS, HF a=k- A 
A= {NU — NO) = mye NGO — N G, a) =m} 
则 
PINGO’ — ND =m, NGO — N Gi) = Mis 
NGD — ANG) =m} 
= P{NG,,,) ~ NUD S= m]A PIA, 
ERA REBRI F RME E FER EA. 有 
PIN Ga d — NG) = mA} 
=P {t, berg hob E 
st — fy r, 二 TT 
其 中 为 的 剩余 到 达 问 申 对 间 , 于 是 由 负 指数 分 布 的 无 记忆 性 ， 
有 
LAG 一 ti) |” eTit 


mil 
FEAR E VASA BRT OFS aA BEC BE BD 4G 2 一 & 十 1 时 成 立 , 即 
(NC) e220} 47 HR ERM. 证 毕 、 


trite 


PING, a) NG.) =m|A}= 


Bari Poisson 流 的 合成 与 分 解 . 


定理 2 ON). EO} FING) 0 分 别 是 参数 为 上 
的 Poisson 流 ; 且 它们 相互 独立 ; 则 会 成 流 和 NCD 十 和 Ns()， Soin 
. İF +* 


Ze 74 A, + A, HY Poisson Wi. 

证 朋 DEI N (COD 4+-N2(0) =0; 

2ER n 个 时 刻 Oe <Ce,<0-+-<lt,, 4 

ND = N,G) + Ni), £20 

则 
@,) — NCO) = [N,G,) — NC0)]+ [NOY — NO J, 
ING.) — NG) ]= ENGD) ~ NG.) 74 [NG ~ Ne] 
ATINGO te 0p BNL) ,ft 之 0) 是 相互 独立 的 Poisson 流 ; 所 以 

ND 一 NOD Ne) NG) feline, BH, 
FENG ION CO) NGI NC.) 4B OF oe BBR RE Sth a 
HH. 

3 RRS (200, AF M Gra N ,1 之 0} 是 被 此 
独立 的 Poisson 流 ; 有 
下 十 人 于 有人 十 下] 一 LA + Nits) ]= &} 


k 
一 Pt a +5) Ni E= m NG +5) — N) =k m) 


È 
= DUP ING $9) NG = mpPINeG HS) — NGG) =k — m) 


= 5 can" e At 。 (Ae Agt 


om! (k—m)! 
= LEADED ti k = 051.2." 


于 是 合成 流 为 参数 为 十 和 的 Poisson 流 . 证 毕 . 


定理 3 WING). t0) 是 参数 ACH 0) HY Poisson 流 , 每 一 到 达 
顾客 以 概率 (0<zb<1) 进 入 系统 , 令 NO Rm OA AGAR BRA 
系统 的 顾客 数 , 则 {NG ,1 宇 0} 是 参数 4p 的 Poisson 流 - 

证 阴 DEI NOSO. 

DAER a Tt O<ce, <r <r, ANGINA 

* 18 * 


-ot A AMAR NGONG- OROM, MNG- N 
OLN GAS N Ge NGI-NG,..) AAR. A Ñ Go- Ñ 
OLN GDN) e N UÑ e MAE, NO Oly 
独立 的 增长 . 

37 对 任意 te20.5220.7E NC +s} —N G) =n(n=0,1525---) ed 
FN GHO- Ns) ARIA 
Bp 

PING +5) — ÑG) = kl yupo- a} 
=C (1 — pY, k= 0, l2, yn 

所 以 

PING +5) — NOs) =k} 


一 SIPING HOD G =k, NOHO NG) =n} 
a= k 


= QC = p) A" pa 


nl 


_ Apey* roe 
bt ; 


FEIN G) ,1 之 0) 为 参数 Ap 的 Poisson 流 . 证 毕 . 


k = 0,1,2,7 


上 述 定理 说 明 ,; 由 若干 相互 独立 的 Poisson 流 经 过 一 个 合成 后 
得 到 的 流 仍 为 Poisson fg. 一 个 Poisson 流 经 过 一 个 随机 过 滤器 (以 
概率 p 过滤) 后 得 到 的 子 流 也 为 Poisson 流 . 到 达 十 字 路 口 的 车 流 可 
AT TEA A Bt BR A RAY SH. Poisson 流 在 实际 生 
活 中 经 常 碰 到 , 如 市 内 交通 事故 , 稳 竺 情形 下 电话 的 呼叫 次 数 , 到 攻 
站 等 车 的 乘客 数 , 上 下 班 高 峰 过 后 通过 十 字 路 口 的 自行 车 流 . 人 流 、 
汽车 流 等 都 是 或 近似 Poisson 流 ， 


84 更 新 过 程 


定义 1 设 {tini 实 1} 蚌 相互 独立 的 、 取 非 负 值 的 随机 变量 序列 ， 
“19. 


有 共同 的 分 布 函 数 FO). BRE FOL HS 
Sy = Ô, Sa = A H r d o +t, n] 


NG) = Sup {ln;5, < ¢} 
则 {NCD 2220) PRAY BREE ott. RA Be ie ae A Ba 
(SiS. Se RAPER Mn NORA. AM BAR. 
对 固定 的 上 0, 令 


Ma) = E[N] 
则 MORRO ANE REPRE RASH AR. 
BENOR Sa (Sur). PA 


MQ) = Yk PING) =k} 
k= 4 


=ÐU (NO SA} (1) 
Ł—- 1 


=X FH) ， i= 0 


a FO) FG) AY EAR, AE _LIRSR CD AERA PR C0 ap 
fe CA BRD A SESE EE GEX- 


定义 2 称 形 如 
AG) =a) + | AG — 2)4F(2), t 2 0 (2) 
a 


的 积分 方程 为 更 新 方程 . 其 中 a(t) 和 (0) 是 已 知 的 , 且 EO ERA 
me. i ABRAM. 


定理 1 对 更 新 方程 式 (2), 若 e( 蕊 是 有 界 函 数 , 则 在 有 限 区 间 
上 ,存在 惟一 的 有 界 函 数 ATE 


Att) = att) 十 | ac — 2)dM (x) (3) 
a 


+ 20° 


其 中 MG) = STE (1) 为 更 新 车 数 . 


t= 1 


证 明 TERG EROU BD . HAGA 
Att) =a(t) + M(t) x aG@) 


=a) + SCF!) xa] 


t=] 


=a) + Fe) # fa + SEW) «ace | 
k=2 
=alt) + P(t) elau + Mt) xa) | 
salt) + F(t) ACE) 
=at) + | ae -= Td ix) 
即 式 C3)? 满 足 更 新 方程 ,其 中 * 表示 卷 积 运算 ， 
2 证 对 任何 一 个 有 限 区 间 60,7 ANOA A 
事实 上 ， 
Sup (JAG) |} 
HoT 
< Sup { fat)| } 
gaT 
+ Sup { ja fte LMC — MO) JS os 
Dt 
3) 证 解 式 (3) 惟 一 . 设 另 有 AOA EAA, BD 
Att) = att) 4 | Ac - xd CT) 
ty 
Wi] 
Ath) = att) + AG) * FO) 


反复 利用 式 (4) ,得 
AQ) =a) + AQ) * FC) 
一 和 (的 + faG@) + AGd)* Fale FO 


a—] 
malt) + SIF) eat) + AW) POM 


k= 1 


(4) 


因为 对 任意 有 限 4， MO = STF) 收 化 ,所 以 当 #>oo 时 ,有 


上 一 1 
FO. 于 是 当 n>, 有 
ÄG) = a(t} + aft) * Mi) 
此 式 表明 AC) = AG) t0. 证 毕 . 


定理 2( 基 本 更 新 定理 ) 令 & = | ere) < co ,出 
ken MOO Ll 6) 
jor Fa it 

证 阴 1HE E[Sno p = LME H]. 令 


AG) = ELS yay + 


则 
AW) = | ELSww tyes dF) 
Ü 
而 
， yf 
l _ | 
BtSwonmlal= | sy Le 7) 
所 以 
AG) =| [r + AG — x) ]dF Cr) + | zdF ir) 
a t 
EFL] + | AG — zydF (2) (8) 
i 


即 4 人 (满足 更 新 方程 ,于 是 根据 定理 1 H 
AQ) =E[r,] + 上 [aaaxcz， 


=p M(t) + 1] 
2) 证 lim inf 一 一 一 一 a > 一 .因为 
"ye S xed 
ATLA BHA HE 5 


+996 


t < ALME +1] 


TE 
. p MECE) 1 
lim inf + 之 人 C9) 
. ` Af Ct) 1 rie oo 
3) lim Sup — < qO PXE SRE A AE 
的 一 个 正 数 d, S 
Ths Ea d 
n = + -一 l, 3 10) 
i d, tT, >a " 2 € 
Wits nsl HAEA S 
5t = ü, St = Soa 
r=] 
N* (4) = Sup (7:5) gtr} 
则 以 概率 1, 有 
NGU) = N) 
于 是 
Mitr) = MG), 10 
这 样 ,lim Sup a > lim Sup Hw C113 
AF tS k un 所 以 t+ dh tds wa, FR 
td > pl Mta) 4+ 1] 
这 样 
lim Sup L O g1 G2) 
ime Fa fa 
其 中 pg Eley]. & dco, A uy ps FS doo 可 得 
lim Sup 2. <L (13) 


结合 式 (9)、 式 {11) 与 式 (13} 即 完成 定理 的 证 明 . 


+ 23. 


注 : 对 p= co, FER] BEREAN E ae HE SR CE 
EM 3 一 个 非 负 随机 变量 X 称 为 是 格 的 (算术 的 ), 知 存在 < 


(20) ,使 得 DI PIX = nd) 一 1 ,此 时 也 称 对 应 的 分 布 函数 PKz) 是 
格 的 ,否则 称 F(zr) 不 是 格 的 . 


注 :根据 上 述 定义 ,连续 型 随机 变量 的 分 布 冰 数 是 非 格 的 ,取信 
0,1,2,… 的 离散 型 随机 变量 对 应 的 分 布 浮 数 是 格 的 . 


E84 设 g() 是 定义 在 L0,; 十 2) 上 的 耳 数 ,对 于 任意 5 于 0, 和 
任意 正 整数 1, 令 


m, = inf fgl); Gn — Di n= 1525" 
M, = Suple: la — DESK tA n), n= 1,3,°" 
AD = 8Y At) = SSM, 

a=] Ae 


TR PR 

limAé) lima" (8) 
AIRF A RRA. RK OEL +o) | ABER SAA 
的 . 


根据 直接 黎 曼 可 积 的 定义 ,并 结合 黎 营 定 积分 存在 的 第 一 充分 
必要 条 件 , 易 部 直接 黎 曼 可 积 的 函数 一 定 是 黎 坚 可 积 函 数 , 即 通常 意 
义 下 的 定 积分 存在 ,而 且 由 笔 义 不 难 证 明 下 面 结 论 ， 


定理 3 
1) 在 [0, 十 co) 上 非 负 可 积 的 单调 函数 是 直接 黎 曼 可 积 的 . 
2) 设 gb 是 定义 在 [0, 十 ce) 上 的 非 负 非 降 函数 ,ae>1 为 常数 ， 
# | eade < oo TED A g (Oa EA ERE T E. 
3) 设 fC) EELE, +00) _b AVE SES Be > 1) 为 常数 ， 
2 O44 


若 | f(Dardt < co 《可 积 ), 则 Fat 也 是 直接 黎 曼 可 积 的 ， 


4 在 L0,. 十 co) 上 的 两 个 直接 黎 曼 可 积 函 数 的 乘积 也 是 直接 黎 曼 
可 积 的 . 


于 面 不 加 证 明 地 给 出 关键 更 新 定理 2 


定理 4 关键 更 新 定理 ) 设 非 负 随机 变量 对 应 的 分 布 两 数 为 
Fla), H e =| xdF(x),alt) 是 直接 获 昌 可 积 的 ,4() 是 更 新 方程 


Att) = alt) + jac —xdF(r)}, t 20 
a 


的 解 ， 
1 i 
_ 一 d : 
limAG) fahe Ti RSS C14) 
fc 0, p= co 


DE F (rc) FER OY. BX Bek i BA 0.1 2d. nd (d> 
0}, 则 对 任意 常数 OCHO) 


TBa nd), #20 
n=0 


(15) 


lim Aë + nd) = | 
0, = LaO 


定理 引 策 新 函数 的 渐 近 展开 ) FOr) ARH oe, 


. a ue 
lim[M¢) “= P 


其 中 二 [xd (x) So = EG — pL ,如 0 是 分 布 
Q 
PRI EA 2S. 
证 天 F HOMO 


(16) 


Ha) = TELS ro — 1] 


。 25 。 


而 
E| Svop — t] =| EES vos 一 tle ald tr) 


=p] HG Ddr + [Ce dF) 
a t 


= THG — AFC) + ja — FU + yldy 
BQ 
Hi) = 二 | — F(t + y)]dy + ja C — a)dF (zx) 
此 式 家 明 互 人 满足 更 新 方程 ， 
下 面 验证 ao) = Lf 0- Fe + My 是 直接 称 曼 可 积 的 . 
事实 上 ,显然 aG) 关于 上 是 单调 减少 的 . 其 次 


[aod =+" 0 — FG + yy ldy jd 


= 二 | | 上 dF (z)dydt 
Helo latety 


-去 | | dydr ced 交换 积分 顺序 ) 


= 二 | 《gz — tdF (2 de 
feta ti 


-1f fe 一 ded F (2) OR BANU) 
fe tala 


_ tl j IdE -i 2 ME) e ce 
-二 | dF 2a l A) 二 
于 是 ,由 关键 更 新 定理 ,得 
. 1 f™ 1 ; 
limH G) = 1f aCajdr = F (a + p) 
Bp 
. i) fe 
lim| MW — vale P 


。26 。 


根据 基本 更 新 定理 ,我 们 得 到 : 当 上 充分 大 时 ， MOS, ,此 处 


RA MD SIE PERAN REE. 它们 
在 实际 计算 中 有 重要 的 应 用 价值 ， 

男 外 ,对 于 相互 独立 取 非 钠 值 的 随机 变量 序列 {ren 字 1), 若 开 
有 分 布 FC) ot, (n= 2,3. DASA PG), , 则 这 样 的 更 新 过 程 称 为 延 
迟 更 新 过 程 . 延迟 更 新 过 程 具 有 更 新 过 程 类 似 的 性 质 ,此 处 不 再 列 
由 ,读者 请 见 参 考 文 献 [116] 


$5 BRM AE 


马尔 柯 夫 链 (Markov Chains) 是 一 类 重要 的 随机 过 程 , 它 的 状态 

空间 是 有 限 的 或 可 数 无 限 的 . 经 过 一 段 时 间 系 统 从 一 个 状态 转 到 力 

一 个 状态 这 种 进程 只 依赖 于 当前 出 发 时 的 状态 而 与 以 前 的 历史 无 
关 . 马尔 柯 夫 链 有 着 广泛 的 应 用 ,也 是 研究 排队 系统 的 重要 工 央 . 


L 离散 时 间 参 数 的 马尔 柯 夫 链 


DERAS 
EYI PX) .n 0.1.2.) AEN RS SIE 
={0,1,2.:°} ;如 果 对 于 任意 的 一 EMM 0 Say ng es 
WAR EBORA htc EE, PARES 
PIX GH) = ig | xm = Na tye Xia) iy! 
=P{XOa) = ilam osya] (1) 
MRX (m,n 二 911,2,…}) 未 来 所 处 的 状态 只 与 当 六 的 状态 有 关 ， 
TH SUR SALA ARS ICH MPR XG ,n 王 0,1,2,…} 是 一 个 离 
散 时 间 参 数 的 马尔 柯 夫 链 , 当 忆 为 可 列 无 限 集 时 称 其 为 柯 列 无 限 状 
AH BAR KEE. 
M2 IHX Gi) n= 0.1.2.7} RBS EH 0,1,27) 
LASS RELA AIAR 
+ OF + 


Punk) = PAX Cm +k) = ile, JEE (2) 
PAB RP AEX Gi) n= 0.1.2.7} E m RIAD RBE. 


k 步 转移 概率 的 喜 观 意义 是 ;质点 在 时 刻 加 处 于 状态 i 的 条 件 
下 ,再 经 过 站 步 屋 个 单位 时 间 ) 转 移 到 状态 j 的 条 件 概 率 ., 特别 地 ， 
z b=] AY, 
Pen D) = P{X Gn + 1) = flan it (3) 
称 为 一 步 转移 概率 , 简称 转移 概率 . 
Goh A ERR BERS p,m, A) JCE, AR k HX. MAA de 
点 m 无 关 , 则 {Xtn)} 称 为 离散 时 间 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 . 


定义 3 设 { 芝 (0 一 0,1 2 是 状态 空间 下 一 10,1,2,，……) 上 


的 马尔 柯 夫 链 , 乍 阵 
站 
Prolt.2) Punk) 天 
Pim.) = bes wee vee ex wel Q) 
pone) Pank) oo p,,Gn.k) 


称 为 {XG} 在 mm BRIA A PRBS 
X k=1 时 ,P(m,1) 称 为 一 步 转移 概率 矩阵 . 
对 于 齐 次 马尔 柯 夫 链 ,容易 推 得 上 步 转移 概率 抵 阵 与 一 步 转移 
概率 矩阵 具有 关系 
Pon, k) = [Pm1)j, &=1,2.°" C3) 
而 且 与 起 始 时 刻 om 无关. 今后 我 们 用 py ORBIT KRSM AGEN 
上 步 转移 概率 ,P(8) 为 上 步 转移 概率 短 阵 . 


Gl ” 贝 努 里 随机 变量 序列 ; 即 {X{n) ,nx 二 1,2,…) 是 独立 、 同 分 
的 马尔 柯 夫 链 , 其 一 步 转移 概率 矩阵 为 
2 PBs 


Pa) =| i P (6) 
g 


2) 平 稳 分 布 与 存在 条 件 
ENX 4 EST IRS A REX (Cn ,nn 二 9,1,2,…}); 称 概率 分 
布 
P00} = PiX O = 7}, JEE C7) 
为 {C2) n= 06] 2 MAMMA, HH 0 601,98 >) B,C) 


ICE 
= 1 ,而 称 概率 分 布 
pn) = PiX m) =j), 7 EE (8) 
AUX GD) 2=051,2. } RNS. Cem ERI Bl n 的 概 
率 分 布 . 
如 果 极 限 
b, = lim p, CH), 7 CE (9) 


TEHOA], 2P. 一 1 , 则 称 {p,; jEE} 为 过 程 {XG1) n=O 


+} AAR T. 
Ge. 对 于 齐 次 马尔 柯 夫 链 , 它 的 瞬时 概率 由 初 始 分 布 和 转移 概 
AR EE Sc GZ » BY 


p(n) = >p, O) + pln) (10) 
i€E 
TEP Baar ap fF TER SRE Ps a R10) BY ae 
pin) — Sl pn — 1) * p01) (113 
i€k 
Sno AP Ea pp FOE EAE 
CPorPistt + p,n — P1) ] = 0 (12) 
Bp 
(L 一 Pobo 一 Pihi T PaP: T tn o Pabe =D 
一 pafo T ET Pm A T Paha to pab oo = 0 
be (13) 
一 Pufy — Poafi — Pape T "~ Cl 一 hp = 0 


再 结 人 台 正 规 化 条 件 DP, = 1 可 求 得 平稳 分 布 {p,,jEE)}. 


方程 式 (12) 或 式 (13) 称 为 过 程 {了 Cn) ,n= 二 0,1,2,…} 的 平衡 方 
程 . 由 平衡 方 程 知 , 若 平稳 分 布 存在 , 它 与 初始 状态 无 关 , 完全 由 一 步 
转 欧 概率 矩阵 确定 ， 
但 基 , 对 给 定 的 一 个 齐 次 马尔 柯 夫 链 , 它 满足 什么 条 件 时 平稳 分 
布 才 存在 昵 ? 为 此 ,下 面 简单 介绍 这 方面 的 有 关 知 识 ， 
一 全 齐 次 马尔 柯 夫 链 , 如 果 它 的 每 一 个 状态 都 可 以 从 刃 外 尾 意 
一 个 状态 出 发 经 过 若干 步 到 达 , 即 设 i.; 是 任意 两 个 状态 ,总 可 以 找 
到 一 个 正 整 数 ,使 得 piGn) 守 0; 则 称 该 齐 次 马尔 柯 夫 链 是 不 可 约 
的 ,否则 称 为 可 约 的 . 
iw 
了 tn) 二 了 P{ 从 状态 7 出 发 经 过 nn 步 首次 回 到 放 
J, 二 PURRA THREES 


fi = N Sp OD (14) 
n=] 


车 户 =1, 说 明 从 状态 了 出 发 回 到 了 是 必然 事件 ,这 时 称 状态 ; 
是 常 返 的 ;车 fy, ORAS 7 是 非常 返 的 ; 若 从 状态 7 出 发 再 返 
回 到 状态 ; 的 时 间 可 以 表示 成 d,2d,3d,…( 这 里 d 是 满足 上 述 要 求 
的 最 大 整数 ), 则 a 称 为 状态 7 的 周期 . 如 果 d>, 则 称 状态 ;是 周 
期 的 ,车 二 1; 则 称 状态 ;是非 周期 的 . 

进一步 考虑 ;==1 这 种 常 返 状态 ,其 平均 返回 时 间 为 


oo 


Hy = > nf, (n) C45) 


=] 


如 果 pj 则 称 状态 J 是 正常 返 的 SG fy Os MPRA 7 是 零 常 
返 的 ， 

我 们 不 予 证 明 地 给 出 如 下 鱼 论 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 参考 文献 
[21,68.67,116]. 
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定理 1 不 可 约 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 的 状态 或 全 部 是 正常 返 的 ， 
或 全 部 是 零 常 返 的 ,或 全 部 是 非常 返 的 ;如 果 有 周期 , 则 全 部 状态 有 
相同 的 局 期. 


定理 2 不 可 约 的 非 周 期 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 的 下 述 极 限 概率 
limpj(n) = pp GEE (16) 
AFE HSPARA AK. 进一步 还 有 
1) 如果 全 部 状态 是 非 党 返 的 或 全 部 是 零 常 返 的 , 则 


p;=0, JEE (17) 
此 时 不 存在 平稳 分 布 . 
D 如 果 全 部 状态 是 正常 返 的 , 则 
ppm p>0, FER (18) 
而 且 {tz JEL MEF 
Dy, = 1 p; = Dyer pz), FEE (19) 


Hile EE) 是 惟一 一 的 平稳 分 布 


2. 连续 时 间 参 数 的 马尔 柯 夫 链 


1) 基 本 概念 
SEM 5 设 连 续 时 间 参 数 随 机 过 程 {X (0 状态 空间 下 = 
{0,1 „2a re} ,如 果 对 于 任意 的 非 负 整数 Ma URES Oe Sees 
< sigt sinsin CEA 
PUX Gapi) = tata | es 
=P{X G) = ye (20) 
则 称 {X Cc) tO} HERAT BRAS RAIA. 
定义 6 RIX). 0) HER SRN SRM AR SEE 
LAEE SER RH 5 tO. EER 
Piylsst) = PIXG +2) = jl xom? (21) 
«31. 


PRA H F Se A E. 
显然 


Op El, D pG =l (22) 
JEE 


若 式 (21) 只 与 时 间 的 间隔 上 有 关 , 而 与 时 刻 的 起 点 5 无关, 则 称 
(X() 2220} 为 连续 时 间 参 闭 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 

一 般 节 ,我 们 要 求 齐 次 马尔 柯 夫 链 的 转移 概率 鸭 数 满足 如 下 的 
连续 性 条 忻 : 


lim p,,(0.t) = 6, = oe (23) 
10t 


2) 平 稳 分 布 与 存在 条 件 
定义 7 给 定 连 续 时 间 参 数 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 1X (2) tet 
概率 分 布 
HO = PXO = 7}, jEE (24) 
HX) 20) ADRS SA Hp SOSE A0 一 1 ,而 
PRA 
pa = PIXE =j} jEE (25) 
为 {X (0 2220) HEHA tb CRRA : 的 概率 分 
T. 


如 果 极 限 
p; = limptt), JEE (26) 
存在 ' HOSP, 1- SP, = l WER D JEE AX GO cory 于 
JOE 
稳 分 布 . 


与 离散 时 间 参 数 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 一 样 , 连 续 时 间 参 数 的 齐 次 
I RRR BEX (O ,20 的 瞬时 概率 由 初始 分 布 和 转移 概率 函数 完 
全 确定 , 妈 


P(e) = >) pCO) + p, (0.28) (27) 
AOE Ba te EN A T HF 


+ 3D 6 


PG +) 一 dt (s) = p,,Gsst) (28) 
信 soo, FREE STi EAE 


= Sa POD, JER (29) 
fek 
因此 ,车 知道 转移 概率 函数 , 则 结合 0 过 p, <1, >) p,=1kaE 
JEE 


ade; fEE}. 
但 是 ,从 式 (29) 求 得 平稳 分 布 往往 是 -分 困难 的 ,为 此 ,下 面 引 
vt Q 矩阵 . 
定义 8 PTAR MO AMIRN EARRA 120) 
ASE E= (0.1.2.7), eR ER 


g = lim LO PMO Ge R (30) 
g i t 
g, = lim £20) j jee (31) 
sot t 
存在 , 则 称 和 矩阵 
— Goo Far Toz 
Q= io 7 qi Giz (32) 


HIX Ce) 22-0) Ay RASH AB E EERE PK Q 一 矩阵 ， 


对 于 满 是 连续 性 条 件 式 (23) 的 连续 时 间 参 数 的 马尔 柯 夫 链 ,其 
极限 式 (30) 与 式 (31) 都 存在 , 且 :2 
Gi; = Üs Qu =— Sg; (33) 


定理 320 FERNY SUE BY A AEX De 
0} FFE PRS p JOE}, HREN E 
= 33 + 


(Popop IQ =O (34) 


这 样 ,根据 式 (34) SES IERIE EOS Sl, pi= =] 可 求 得 此 


$6 生 灭 过 程 


EXI 很 定 有 一 系统 , 设 系统 只 有 状态 集 R 王 10,1:2，…, 天 )} 
令 六 人 表示 在 时 刻 上 系统 所 处 的 状态 , 且 有 有 
Peng CAE) SPIN U w AD = H llao ,} 
=AA -oA i= 0i, e K — 1 C1) 


Pv lAN SPNG + At) =7 — Thee 1) 
=pAt+aCAt), i= 112. ,kK (2) 


PCat) S= PN G + At) = place} 
=o), |i — fj 22 (3) 
HA ASO S0 l KSl AD> =l, Kee, Be 
机 过 程 {N O ts20) 为 有 限 状态 下 =10,1,2,… 玉 } 上 的 生 灭 过 程 . 此 
状态 转移 强度 图 为 


a A he Ak? 4x-1 
oo 
Hi Hy Hy PR-I HK 
jiis 1.5 


H Fe SCARS Ay PAG BRR AS E= (0,122,007 E MER A Ae BRAK 
Shenne ckeeeuRRO 1. 6 所 示 - 


=。 346 


Ay Ay Ay a 如 + 
iH #3 Pa fn fat? 


Parti 
图 1-6 
a 
Er 
PO = PINC =j}, JER 
则 由 全 概率 公式 ,有 
ptt + Ag = SIPING +- At} 一 Fines} “ ptt) 
ick 
=) pG) + pi Can) 
re 
SAOL = AA pe + o] 
十 pi LA + 0 CA) ] 
十 Py Ley, At 十 ofat)] + » P(t) + of Ar) 
lF—ys| 2 
=p, G1 ~~ A, At ~~ ict | 十 À iP Cr) Ae 
+ jP de + of At) 
于 是 


pt + Af) — pl) 
PPA = Aapa) — AH wp) 


A 
F Hbi) 十 2G 


F At 0" JE RTA DOTS. 
IDS E=({0,1.2, KIB 
Po) =— Ap () + apa) 
PD) =A py) — A, + 2p, 
十 Hbd’, p= 1,2, Kl1 4) 
prtt) 一 一 Àg pk aC) + Exp, lt) 


2) 34 E=(0,1,2,+" omye SAT. A 


pot) =— Agp + wp) 
BO = Apa — A+ #)2,0) + Barba), (5) 
j= 1,2, 
下 面 定理 1 是 参考 文献 L[117] 中 的 定理 11 ,定理 2 是 参考 文献 
L98.] 中 定理 2 的 直接 推论 ;也 可 见 参考 文献 L391. 


定理 1( 生 闷 过 程 微分 差分 方程 组 解 的 存在 性 ) 
1 对 有 限 状态 卫 一 10,1;2,…, 天 的 生 恋 过 程 , 若 满 足 pc) S 
Os >) pC) 和 妥 1, 则 对 任 给 的 初始 条 件 , 方 程 给 (4 的 解 存 在 . 推 --， 
fy) H, 
pA) 20, Djp@d=—1, ceo 


IEE 
2) Rt TT SERRA E= [01,2 ten EKAR A 
a 1 fen iptr 一 ] "Be — o& 
DG t Ta FF aaa T 


n=] 


而 且 满 足 AN 之 0， ST py) <1 , 则 对 任 纵 的 初始 条 和 件 ,方程 组 (5) 


HRE E HE AOA ADS D. 
1=0 


定理 2( 极 限定 理 ) 4 p5 limp, U), JEE 
1) 对 有 限 状 态 卫 = 10,1,2,…, 久 } 的 生 灭 过 程 , 1p,sj 王 0,1,…， 
KFE SMEREK. H ; 
p,>0, DP = 
即 {pj 二 0,1,…s 开 为 平稳 分 布 . 
2) 对 无 限 状 态 ==10,1,2,… ne OE RIE BARE 


YA 
一 一 一 一 一 << 09 ( ) (7) 
! + 2 fy fg By BK 


i=l 
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1 => AgA eA 1 
at >) | een “=| 1 = o CRED (8) 
f 


RSE DUP, ji 一 0,1,2,…} 存 在 ,与 初始 条件 无 关 , 且 包 六 0, 22 ,一 
1, 即 {p,,j 二 0,1,2,…) 为 平稳 分 布 


定理 3 TE p= limp, OEE JEE A 
limp,() =0, FEE (9) 
证 明 出 于 面 定 理 郑 , 逢 分 半分 方程 组 笔 式 右边 的 极限 存在 ,于 
E limp, FFE JER. 
AT FETE — PRA Fo CE. (RG limp, G) =a 0, KHIR d>O, Ml 
对 所 取 的 100 之 /之 4) FETE o> 0. >r 时 ,有 
MOPT 
于 是 
limp, O =lim[p, Go) + | pp de] 


on p, Ce) 十 - limé = {E = f) = oo 
这 与 p OSATA 故 定理 3 得 证 ， 


ARE TEP, FOE} ERRI PS to BE 
DRT E=(O,1,2.0,K hf 


Ao Po = Hf 
CA, + Bp) py = Apa Pp + Ai Pie I= 1l2 KR 1 


Ax_iPe—| = Axper 
(10) 
K 
S ; 
结合 DP; = 1 可 解 得 
iat 
AA À _ 
— { z 2 4 — 1,2." ;上 (11) 
P, meng, Per 7 


se, pp =f + D een), 


特别 地 , 当 A= 如 = 一 和 一 PT -=p py lbh A 


= (Eto j= PQs K 


A 
=f 


2) RE E={O,1,2,sas h A 
bi = pfi 


CA + p = Ajab 十 mbano J5 lbsen 


AA, A | 
Oo || 
Pi | fa fet" Hy P 


其中 ,pe=1/[1+ > > ae, 


= 1 fy fo" 77 


(12) 


(13) | 


(14) 


A 
特别 地 ; YAKS HA eee Se AR <1 


{pjsj 二 0,1:2,…} 存 在 ;而 且 


. JR’ 


(15) 


第 二 章 ABR MARK SH 


所 请 无 限 源 的 简单 排队 系统 是 指 顾客 的 来 源 是 无 限 的 ,输入 过 
程 是 简单 流 ,服务 时 间 是 负 指 数 分 布 的 排队 系统 . 本 章 我 们 讨论 一 些 
典型 的 简单 排队 系统 . 


31 M/M/1/co 排 队 系 统 


1. 问题 的 叙述 

BEERA AAH ACi Poisson Fe. ER BEA IAS LR 
HEEP (r, 221 Shy RRS HAR Rah Fa =l 
eT, 220; UE Fp FR BY ARE ST A Xn 9 eo} es BBA AR Te] 
MPO MRR CW S=l-e ”20 系统 中 只 有 一 个 服务 人 台 ， 
容量 为 无 穷 大 ,而 凡 到 达 过 程 与 服务 过 程 是 征 此 独立 的 . 

2. 队长 


假定 NORE: FR PHS GIR EER AM 
客 数 , 即 Nt 表示 时 刻 t 系统 的 队长 ,i 过 0, 且 仿 
fi, At) = PING + At} = AERE E,d = 人 £193 


Dhun AD 一 已 (在 At 内 到 达 一 个 而 服务 未 完成 ) 
+ Sipe Oe 内 到 达 了 个 而 服务 完了 一 1 个 ; 


=P{t, < Àt, Xi z> At} 
. 39> 


十 DP bee tr SAS pee tas, 


J 三 2 
Xx 十- ”十 py Ry A … 十 多,} 
一 (1 — ee + of As) 
一 At 十 oftaf ¢ = 0,1,25-° 


2) Pie CAt) 二 了 1 在 A 内 没有 到 达 而 完成 一 个 服务 } 
十 > 六 (在 上 内 到 达 于 个 而 服务 完了 十 1 个] 


1= | 


=P{r > A Xi < Ar} 
4 Si {t, fee fr Aar<tr, tee try, 


X, tee + Map we ARS YX, toe + Kia 
一 (1 一 ee 4+ of Ar) 
spat + ofAft), t= 1,250" 
3) 类 似 分 析 可 得 
PaA = ol), [i jl 2 2 
综合 ,有 
HAt +oCAd., jsi lil (2) 
o(Ar), hi — 7] 2 
TEIN 2220} 0 HARA E=(0,1,2.-°) EMER 
参数 为 


AAt 十 ofat， 了 一 LT] 站 
P o=] 


(3) 


注 :在 上 面 的 分 析 中 ,有 的 应 是 到 达 的 镜 余 问 刀 时 间或 镜 余 服务 
时 间 , 但 是 ,由 于 均 服从 人 负 指 数 分 布 ,而 划 为 了 书写 方便 ,所 以 表示 起 
来 未 加 区 别 ， 

BE 2,O=PING)=7},7=0,152.-° WE RMR RS 

+ dO « 


分 方程 组 为 
Polt) = — Apt) + up lt) 
p= T9 十 Op) + Ap, GO) ep CO, jE] 
peet, 则 o 称 为 系统 的 交通 强度 Ctrafiic indensity). 根据 生 
灭 过 程 的 极限 定理 易 得 如 下 结论 


A) 


定理 1 a p, =limp,@),j=9, 1+2; eve {ill 


1) 24 pel Ws p= 05,j7=0,1,2.-° PRR BSH 
2) 24 oll 时 ,fp 一 0.1 2 存在 ,与 初始 条 件 无 关 , 而 且 
六 一 人 1 一 在) 着 二 人 2 (5) 
构成 一 个 几何 概率 分 布 ， 


于 基 , 在 统计 平衡 的 条 件 下 (os1) ,平均 队长 为 


i= 


p CE) 
=I p p= il 
等 待 队 长 的 分 布 
Pot fir 7—0 
Nerd Pri joi 
FE FINS MEN, 为 
oa 2 
N, = doit = T pl (8) 
在 等 竺 条件 下 的 等 待 队 长 分 布 为 
PIN, = rN = | 
PIN, = jln = PINS} ix 
PIN, = j} 
PIN, S 1) 
_a-— p/p 
r 


* 十 1 = 


= 一 oor:， j>] (9) 
在 等 待 条 件 下 的 半 均 等 待 队 发 为 
EIN, 5 ，pP<1 (10) 
刃 外 ,根据 队长 分 布 易 知 ,po 二 1 一 # 也 是 系统 空间 的 概率 ,而 
下 是 系统 繁 性 的 慨 率 . 显然 ,p BK PARRE 


3 等 待 时 间 与 逗留 时 间 
假定 顾客 是 先 到 先 服务 的 ,因此 ,在 统计 尘 衡 下 ,和 映 客 的 等 行 时 
闻 分 布 由 如 下 定理 确定 . 


定理 2 在 统计 平衡 Ge 近世 下 ,顾客 的 等 竺 时 间 分 布 国 烤 W, a) 
=P{W, <a 


W(t) 一 1 一 pemearm p> 0 (11) 
平均 等 待 时 间 为 
W, = EW] = go> p<] (12) 
等 待 时 间 的 方差 为 
— Ae A < 


证 明 1) 当 t=9 时 ;有 
wW, =PIW, = 9} 
= PUR BIA KY OF 
= po 
2) 10 时 ,有 
Wo) =P(W, = 0} 4 POW, <r) 


=p, + >) PIO<W, S<tlaunexugnj! t PI 


其 中 ,pr 表示 顾客 到 达 时 看 到 有 j 个 顾客 的 平稳 概率 . 对 M/M/1/ 
二 排队 系统 ,有 ( 见 附 录 第 -|) 
pi = Pir {= Ol 
s42 


于 是 
t ppr! 


WC = py 十 > 由 re dr) . Pi 


f=) 


-g OFP P ag hla 
=(1 a+ dil, GTD dz| (1 一 pe 


=] 一 pe “Te, : > 0 


显然 ,平均 等 待 时 间 W, 为 
W, =| aw) 


—o ， fal 加 0) 4 [oe , al _ ppe HO Meds 


— PF 
gE] — p) 
其 方差 DLW IW 
DLW, | =£(W2] — (ELW, D? 


z 


=|" z? a ucl — p) pe Hd — 
g 


PE ep 
2A 
ate A te AYP 
_ Ale — A) 
ee — Ay? 


至 此 定理 2 证 毕 ， 


由 于 顾客 的 逗留 时 间 等 于 等 竺 时 则 可 十 服务 时 间 , 妈 
W 一 W, +X (14) 


AW, 与 X 相互 独 立 , 于 是 
Wit) =PIW <8} 


=| P{W, Kt ridP{Y L ar) 
Q 


. 43 


=| (1 一 pe HOPE To ned + (1 — p) + Me- 


(15) 
=] — ea tend t = 0 
WF 3578 BB AT IB] 8 
W =W, + E[X] 
ae l 1 6) 
“Ed —p) e pow PS 
其 方差 为 
DEW] = DEW,] -+ DEX] 
] (17) 
“Gp? —p?? pl 


显然 ,很 容易 验证 在 M/M/1/oo FEB ABE. Little 公式 是 成 立 
的 . 


4. CH 


WR, Bt NG) h OER 1 ARICA RRP ae A 六 (人 第- 
次 又 变 回 0 时 忙 期 就 结束 . 由 简单 流 与 负 指 数 分 布 的 性 质 , 显 见 忙 期 
的 长 度 与 忙 期 的 起 点 无 关 , 因此, 我们 不 妨 令 1 一 0 为 忙 期 的 起 点 ,如 
NO 一 1 而 和 人 第 一 次 变 成 0 的 时 刻 为 忙 期 的 结束 . BT L AR 
INO AA Rite. APB AH ACG H 011,20 ee 
1.2.0). 

现在 我 们 构造 一 个 新 的 生 灭 过 程 NGOO. ECS NOMRELE 
于 ;新 过 程 中 的 状态 0 为 吸收 的 ,也 就 是 说 ,只 要 过 程 一 转 到 状态 0 
后 ,整个 过 程 就 停止 ,不 再 发 生 转 移 , 即 参数 为 

A= 0, AS AGS l 
” =f. 7 之 1 
因此 ,如 时 用 广 (o 来 描述 该 系统 的 忙 期 的 话 , 则 可 以 说 六 (0) 一 1, 即 
:一 0 时 忙 期 开始 ,到 六 (0) 变 到 0 时 忙 期 就 结束 , SICK ED b Mill 
Ba) = Plb = PING) =03 (19) 
令 pt) = PING) = jh j= 0.1.2, 
中 44 a 


C18) 


则 
Bit) = pot), t0 (20) 
Rik. a RA HAR BE dp. 只 需求 po). 容易 导出 pC Aa 
差分 方程 组 : 
Pot) = ppp) 
pit) =— At PO + wp, (1) (21) 
Pt) AP a EO — GFPAD + BPG). FE? 


a 
Poet) = ORG) rz, |z| <<] 
j=0 
fy (21) BY 48 
oe POD a qa MEP) — BO) 


di 
Hu fi te Ay Wy AP Laplace), xf As) >0,4 
P" €z,s) =| PG dete 
t 


pe G) = | Be 
注意 到 初始 条 件 


= (0) = [i j=l 
fT lo j>1 
即 得 i 

— z? + seP* es) = (1 — ziu — AnP eas) — pi Gd] 
所 以 
2— Qz àrpia) 

sz = (1 — 2) Ce — Az) 
HAEl =1 RHAG S0 时 ,有 

| 一 az + sll + fel IH 
<fA+tets| = |UAt+et oel 

所 以 由 和 震 歇 省 理 ( 碟 附录 第 六 ] o zH tt ets) E At et 
se 在 |z|<1 内 有 相同 个 数 的 零点 , 故 式 4(227 的 分 峡 在 单位 圆 |*| 拓 


#456 


Priz) = (22) 


1 内 有 惟一 的 零 乓 为 


A 
7 2 (23) 


yf GE lo, | 过 1; 此 处 开 方 取 正 实 部 . 
MAF Pte Ele |<) WR eo, 也 必 为 式 (22) 的 分 子 
的 零点 ,于 是 


CJ ayia = ha) 
因为 sa, — C1 a) Ce — A = 0, HK LTA 


ps (3) = 2 (24) 


pi (31 = 


Bets) = 一 二 | Polder = eB 
fn S Jo 
因此 
| eB = t 
ü 
iy fa Me tae HA AG Fae BS BiR 2a EB 
Byte) = fH Ser (2 + VR) (25) 


1, TERI 
其 中 ; fC) = > den ont 十 T ANEW Jg iR (Ressel) ay. i A 


pgs y ete 
BG) =f 54 NETEN dz (26) 
因为 
limB (£) =—limpe (ty = lim spi Gs) = lim a 
ieee sof +t 
f; PSl (27) 
= ] 
~~ z> l 
o 2 


所 以 当 eX] 时 ,BQ) 为 真正 的 概率 分 布 函 数 , 当 pl BY, Blood = 
«46 * 


pS BO) RS ME, 


平均 忙 期 长 度 5 为 
5 =E[b] = | Bq) 一 一 全 [| eao | _ 
1 (28) 
-F tall -1 p<] 
mo oo ， p > 1 
A P AAR AE BS A eg 
1 
a C29) 
== p=] 
5， 输 出 过 程 


不 难看 出 ,在 忙 期 内 相继 输出 的 间隔 时 间 是 独立 、 同 参数 上 > 
9) 的 随机 变量 , 即 为 参数 上 的 Peisson 流 . 但 是 , 当 系 统 空闲 后 ,从 开 
始 空闲 时 刻 起 ,到 下 一 个 顾客 服务 完毕 离 去 时 之 间 的 间隔 时间 显 然 
不 与 服务 时 间 同 分 布 . 
ST 表示 第 个 顾客 服务 完毕 的 离 去 时 刻 ; 则 了 T3417% 表示 
离 去 的 间 阳 时间,n 之 1, 于 是 ,对 1! 实 0 
P{Th— T] >t} = PINT = 0) e PUP, Ts Silao 
+ PINS 2 i} + PIT, Ti > titer} 
= P(N} = 0) + Pigs, + Your > 8) 
+ PING 21) Pix >t} 
其 中 na ARAR AAR BA VA > a TE N 表示 第 个 离 


去 顾客 服务 完毕 离开 系统 时 的 队长 . 
由 于 
4 — 1 本 Ps P < 1 
umPiNe = 0) 0， pl 


ae +* 


因此 


limP (Py — Tr ot} = 一 PL P = Fi 


+ pe 
=e“, t20 
OA ean CEST FE T +4 YY pe I A AC pf 
指数 分 布 . 
参考 文献 [69] 还 证 明了 在 统计 平衡 下 输出 的 问 隔 时 间 相 互 独 
立 , 因 此 对 MALLee 排 队 系 统 , 其 平衡 下 的 输出 过 程 与 到 达 过 程 
相同 . 


例 1 某 火 车 站 一 个 售票 窗口 ,各 到 达 该 窗口 购 紫 的 顾客 按 
Poisson 流 到 达 , 平均 每 分 钟 到 达 1 人 ,假定 售票 时 间 服 从 负 指 数 分 
布 , 平 均 每 分 钟 可 售 2 A BREESE BEE ARSE BERS SEPM 

解 ” 由 题 设 知 ,4 二 1C 人 /分 ) u= A/S, p=. 该 系统 按 
MjM/1/ 吕 型 处 理 , 于 是 在 统计 平衡 下 ,有 

p= o=], j= 051,26 


六 均 队 长 为 N= =1CA) 
下 均等 待 队 长 为 。 。” R, 一 和 5 一 计 C 人 ) 
三 (分 钟 ) 


ns DT P _ 
平均 等 待 时 间 为 。 W=- 


平均 逗留 时 间 为 。 。 路 一 二 了 一 1( 分 钟 ) 
顾客 到 达 不 需 等 待 的 概率 为 pom ,而 等 待 队 长 起 过 5 人 的 概率 为 


PEN, 5} = PINS 6} = DG” = (o 


例 2 HRA MRAM. 如 果 进货 过 多 , 则 会 带 来 过 多 
+ 8 。 


的 保管 费 , 如果 存货 不 足 , 则 鲜 货 时 影响 生产 造成 经 济 损失 . 最 好 的 
办 法 是 能 及 时 供应 ,但 由 于 生产 与 运输 等 方面 的 因素 ,一 般 讲 这 是 难 
以 满足 的 , 氏 此 希望 找到 一 种 合理 的 库存 量 *' 使 得 库存 费 与 缺 贷 损 
失 费 的 总 和 达到 最 小 . 假定 需求 是 参数 4 的 Poisson 流 , 生 产 是 一 个 
一 个 产品 生产 的 ;每 生产 一 件 产品 所 需 时 间 为 倒数 上 的 负 指 数 分 
布 . 库存 一 个 产品 的 单位 时 间距 用 为 上 元 , 缺 一 个 产品 造成 的 损失 费 
为 只 元 ,寻找 一 个 最 优 库存 量 o HEAR SRR RS MRA Be) 
CRP EP mina E). 

E ”把 生产 产品 的 工 三 看 成 是 服务 机 构 , 需求 看 作 是 输入 流 , 于 
是 问题 化 成 邓 /M717se 系 统 , 需 求 量 表示 队长 ,如 RRES Ak 
个 定货 未 交 的 概率 . 设 库存 量 为 *, 则 缺 货 时 的 平均 缺 货 数 为 

Ep = DIC. 一 Sop, 


=] 


-5a 一 pje” --s > Pip 


=X nl — PP — sp 


i=] 5 一 ] 
=s 0 — ppt — Dr Pp 
aw a=0 


=s(j— P) 一 j £ 7 + Sna — oie 
因此 单位 时 间 的 期 望 总 费用 为 
fis) =<| 5a — gy 一 


p Sat — 
pop + Lea pre" | 


+ nf yatl — pr — se | 


cede) 1, ph 
=p T’? 


=ef 一 


+ 49 。 


用 边际 分 析 法 求解 上 式 , 使 上 式 最 小 的 * 应 满足 
f(s — 1) fs), f(s +D > f(s) 
cf (sti) ce f(s), 4 


C 
FH >| In -i fme |: 
由 fis-14 


于 是 * 和 nm i fre 
这 样 有 


[In = 一 二 元 [rel 1<s<ln 证 7 [Ine 


PiE s* 为 最 靠近 | | * tlnp) 的 正 整数 即 可 . 


ne 


例 3 设 船 按 Poisson FEM ARABIA 2 $e. Fe VT Al 
服从 负 指 数 分 布 , 平 均 每 天 装 部 3 HOR DESPA RS PHS 
待 时 间 ;2) 如 果 船 在 港口 的 停留 时 间 超 过 一 个 值 1s 就 要 罚款 , 求 遭 
罚款 的 概率 ;3) 若 每 超过 一 天 罚款 ec 70 A AR b oe. RR 
费 与 服务 率 成 正比 ,每 天 he 元 ; 装 印 一 条 船 收 入 4 天; 求 合 港口 每 天 
收入 最 大 的 服务 率 2° 的 值 . 


解 1) 由 题 意 知 ,1 一 2( 条 /天 ),z 一 3( 条 /天 ),p 一 六 一 二 ,于 是 

平均 等 待 队长 为 N= Gag 

平均 等 待 时 间 为 Wea gy E 

2) ely SOP Fac H A ACERS O AE AS ALL to» PLA 
到 罚款 的 概率 为 


p = P{W Bt) =e 一 em 
3) 从 响 用 方面 考虑 ,每 天 装卸 完 条 船 收入 加 元 ,每 天 服务 费 
+ 5 人。 


A he 元 ， 
平均 提前 完成 时 间 为 


上 前 | "ce — DEET = AjeT ordy 


— 1 


=f, 一 | [1 — ee ey] 
平均 延 后 时 间 为 
fs =| CE = ta) C — Aje umage 
fo 
= 7 enh 


所 以 港口 一 天 的 总 收入 为 
Ite) =— ph + ha — dete + Wm 


=— uh + ła — —* ef Abe, — ab 
十 -2 Te 
_ pC) ie ae Ab 
- wh + a PF ere my E nat br) 
而 
df) _ Cp De H1 T Ab — hC a? 
dx Ga — ay? eee TAO ~ chore | 


讨论 ; 1) 4 b=c 时 ， 


:一 j 好 
fee = A+ 7 


2) br 时 > 
dft) 
由 于 一 qj 的 符号 在 />A 时 完全 由 括号 内 的 两 项 决定 , 令 
_ ðh Ap 
OTE Dig FT 92 TAO COM 


由 图 2.1 看 出 ,wy 与 3 两 曲线 有 惟一 交点 . 横 坐 标 为 ee 


存在 有限,z < 二 /天 


+ l= 


3) 当 B<c 时 ,由 图 2.2 看 出 ,两 曲线 仍 有 惟一 交点 , 模 坐 标 为 
| AB 
pu" ， 且 px' 惟一 存在 ,有限 ,pA At Go 


.52， 


例 4 设 顾客 到 达 为 Poisson 流 ,平均 每 小 时 到 达 》 个 顾客 是 已 
知 的 . 一 个 顾客 在 系统 内 运 留 每 小 时 损失 c 元 ,服务 机 构 的 费用 正 
比 于 服务 率 ,每 小 时 每 位 顾客 的 痪 用 为 c: 元 . 假定 服务 时 间 为 参数 
pe 的 负 指 数 分 布 , 求 最 佳 服务 率 x* ,使 得 整个 系统 总 费用 最 少 ? 

解 、 和 于 平均 队长 为 本 = 了 45 一 却 二 天 ,所 以 每 小 时 顾客 的 平 


均 损失 费 为 -2 元 ,每 小 时 服务 机 构 的 平均 费用 为 csp 元 ,于 是 单 
位 时 间 内 平均 总 费用 为 


FU) = 
H 
得 
pi sm At J2 
因为 Ce ) esr Po. ;所 以 最 佳 服务 率 为 x" ,此 时 


Ca 


JAD) = reer + (2 a4, far 
C2 


$2 具有 可 变 输入 率 的 MM/M/1/co 排 队 系 统 


1. RRA RL 


在 实际 中 , 尽管 顾客 源源 不 断 到 达 , ES — Fe BBE A FE DA RB 
接受 服务 . 常见 到 的 一 种 现象 就 是 到 达 的 吴 客 看 到 系统 宝 闲 或 等 竺 
的 顾客 不 多 则 进入 系统 接 爱 服务 ,看 到 前 面 排 着 长 队 时 则 发 生 犹 移 ， 
考虑 是 和 否 排 队 接受 服务 ,这 样 ,如 果 排队 人 数 少 他 下 决心 进 人 系统 接 
受 服务 的 可 能 性 就 大 ,排队 入 数 多 则 决心 进入 的 可 能 性 就 小 . 顾客 进 

+536 


人 系统 接受 服务 的 可 能 性 大 小 可 用 一 概率 表示 ,一 般 讲 , 它 是 队长 的 
函数 . 假定 到 达 时 看 到 队长 为 时 ,进入 系统 的 概率 为 ei(0 二 一 
1), H 1 一 ww>am>…>mrr0Gco), 即 排队 越 长 进入 的 可 能 性 越 
小 . 设 到 达 为 参数 ACOA Poisson 流 , 服 务 时 间 是 参数 wx 的 负 指 数 
分 布 , 上 有 到达 与 服务 是 彼此 独立 的 ,而 黄 它 假设 条 件 与 8 1 中 M/M/ 
1/co 排 队 系统 完全 一 样 . 下 面 我 们 仅 对 wm 一 上 二 这 种 情况 进行 讨 
it. 
2. 队长 


我 们 仍 用 NG 表示 在 时 刻 ! 系统 中 的 顾客 数 , 令 
pAb) 一 PING + A= HEERE 7 .7 = 0,1,2, 


则 仿照 $ 1 中 p ADEA 


A o. | 

pp gA + ey, j=it+ i 0 
PAD = 4 pdt 十 ofar)， joi-lizr D 
o (At), li — fi 2 
于 是 {NGQ) 0 为 卫 一 {0,1, 2 上 的 生 灭 过 程 , 其 中 参数 为 
A . 

porr i=0,1.2 * (2) 
Bo fe i= ]425°" 


定理 1 令 记 一 limtNGD= 及 ,12， 则 对 一 切 P= 全 po 
TO FETE. FARRAH. H 
p= Ree, j= 012 (3) 
HRSS p 的 Poisson 概率 分 布 ， 
证 明 显然 对 一 切 p= <i 


oS Aces a 了 
1+ y Alnim a D Po eoo 
por Mabe FG j= 


754+ 


tss | AAt ba) i 2 
dy 二 之 ppr, 4, 3 + OF FET 
1 Ay. 7 
i 之 GEDE ~ 


所 雇 {p,,j 之 中 存在 ;与 初始 状态 无 关 . 再 根据 生 灭 过 程 平稳 分 布 公 
TA TINGS). TER. 


这 样 ,在 统计 平衡 下 , 易 得 
平均 队长 = Dir, = 5 7 zE er= p (4) 
平均 等 待 队长 

N, = 3G —Dp,= be be 


=N 一 dp pte “一 1 


J= 


3. SF Fy AY fe) SE A fe 


假定 完 到 先 服 务 . 显然 此 处 的 等 待 时 间 是 指 到 达 且 进入 系统 接 
受 服务 的 顾客 的 等 待 时 间 ， 


定理 2 在 统计 平衡 下 ,进入 条 统 接受 服务 的 顾客 的 等 待 时 间 
S246 BEA 
Wt) =PiW, St) 


_,_ et Ss a 3 UD (8) 
=i i ahi bY 7 0 
而 平均 等 竺 时间 为 
Wo Pe OL 
W, T “ce? — 1) u (7) 


证 明 设 py RMP TUAHMEBA RAYA 个 顾客 的 平稳 概 
率 , 由 附录 中 第 十 知道 ,六 一 户 '7 一 0,1 ,2 但 是 ,此 处 到 达 的 顾客 
. 550 


不 一 定 进入 系统 ,因此 ,着 令 9; 表示 到 达 且 进入 系统 的 顾客 看 到 有 j 
个 顾客 的 平稳 概率 , 则 
q, SPiN = Flegeeavne! 


— LAN = jE Ra) 


PP 该 顾客 能 进入 系统 } 
PIN” = j} eee ea 
Drin , PP{ 该 顾客 能 进入 系统 1- (8) 
Bs 
aD ie Pp | 
-a ] Ce GE DT’ 7 之 1 
SY p+ te 
十 
于 是 ,; 当 t= 二 0 时 ;有 
7 
W C0) = go = er — ] (9) 
u 0 ht. A 
W,@) =P{W, = 0} + PlO<W, <4} 
(10) 


= p+ UP pt + Xin SE} |, 


其 中 必 表示 正在 接受 服 条 的 顾客 的 划 作 服务 时 间 , 为 排队 中 第 : 
ARRERA BP CSS). 显然 ,2 和 :相互 独立 ,服从 
参数 4 的 负 指 数 分 布 ; 即 XX 十 多 十 … 十 -1 服从 参数 为 & I RRR 
Bart TIE 


1 = +i 7 1—1 ( ryt 
wo -Tt gpt E o] 


1—1 


MeS ett Cet)! 
T woe >» GF crore, A] 


而 平均 等 待 时 间 为 
W, = ELW,j = DELW, |x- LRRAJ' A; 


= KË“ 


SS 2 
之 xR e111) G41)! 


至 此 定理 2 证 毕 ， 


利用 分 布 画 数 的 卷 积 公 式 或 类 似 等 待 时 间 分 布 函 数 的 讨论 , 易 
得 顾客 逗留 时 间 的 分 布 销 数 


= ie cy Cpt)" 
WQ@)=1 -A p2) GTD A E t>0 (11) 


而 平均 逗留 时 间 为 


VW=W,+£ Ce 
=W, + ELX] = Ter 1 (12) 


4. Little 公式 
Xf THY EA SATE A BE AP — ab ot BAR RA EA 


系统 而 造成 流失 ,流失 的 大 小 可 用 概率 表示 . PR SISA, AR 
系统 有 个 蜂 客 而 离 去 的 概 举 为 1 -at 因此 一 个 顾客 到 达 设 有 进入 


RSMO RAR RBA 1 一 p2 OP,» ER, — AA BGA EA R 


统 的 概率 为 Dees ,这 样 单位 时 间 内 到 达 且 进 人 系统 的 平均 顾客 
数 为 
A. = AY eps = ple £) £13) 


可 以 验证 ,在 该 系统 中 ,Little AURE ED 
N = AW, N, = AW, 
顺便 指出 ,对 其 它 形式 的 可 变 输入 率 也 可 进行 类 似 的 推导 ,处理 
:ST 


问题 的 思想 方法 几乎 完全 相同 ,而 且 对 忙 期 的 分 析 也 类 似 本 章 、 1 
中 的 讨论 ,有 兴趣 的 读者 可 日 已 去 推 证 ， 


33 具有 可 变 服 务 率 的 M/M/1/OFEM RS 


1. 问题 的 手 述 


当 服 务 台 前 出 现 排队 现象 时 ,排队 的 长 短 往往 直接 影响 服务 员 
的 工作 效率 . 一 般 讲 , 当 排 队 过 长 时 服务 员 会 提高 服务 速度 , 另 一 方 
面 , 对 一 个 不 熟练 的 服务 员 , 当 看 到 队长 太 长 时 可 能 反而 慌张 而 侨 低 
了 服务 率 . 本 节 我 们 考虑 一 个 M/M/1/OPE DRE, LAAT 
率 fy Ms aS fe) +: 当 队 长 之 mm Gn 为 -一 个 固定 的 正 整 数 } 时 ,服务 员 
用 惕 速率 工作 , 即 服务 率 on GBM Rem 时 ,服务 员 用 速率 js 工作 ， 
而 其 它 方面 的 假设 与 本 章 $1 完全 一 样 . 


2. 队长 


假定 六 co 表示 时 刻 上 系统 中 的 顾客 数 , 令 
pj (Ae) = PING + At) = Fl ywes} 
则 仿照 $1 Bp, CAD TES A 
Abt + o(At), fait Bo 


mat tola), j=i— 1 = O11 
pi {At) = . , | (1) 

pet + aC At), join). = m,m t ia 

alâ), li jl 2 


FEIING) t0 A E=({0,] poy } 上 的 生 天 过 程 ， 其 中 参数 为 
Hos J= l2 eam — 1 


= A == A = s+ = A; — 
^ ' É for Jm 
À A + . 
定理 1 S psp a bya limP (NO =f} 520K 
i 2 on 


1) 24 Py | 时 ， 广 一心 ,7 一 0 12 
+ 58 + 


DBA 关外 存在 ,与 初始 条 件 无 关 , 而 且 
Ja j=Ol~m~1 
f, = oT pih Py Jom mam + lye 


_| 上 一 上 oth 
其 中 ,po | IP, 十 ip, ， 


(2) 


HERA AFA EK eR SD E. 


利用 式 (2) ,容易 求 得 统计 平衡 下 系统 的 平均 队长 与 平均 等 待 队 
长 分 别 为 


N = py pilt + Om — Det — met) 


C1 T Fe k 
_] 
4 be Cm = Del 3) 
C] — Pz) 
N,=N—-—(1—- po) (4) 


3. Seep fa) Sik j 


假定 顾客 的 服务 顺序 是 按 先 到 先 服务 规则 进行 的 . 由 于 服务 率 
是 可 变 的 ,因此 顾客 的 服务 时 间 与 该 顾客 接受 服务 时 系统 的 陵 长 有 
闫 ,这 样 就 不 能 使 用 前 面 的 方式 来 讨论 等 待 时 间 的 分 布 函数 , 但 是 ， 
在 统计 平衡 下 顾客 服务 完毕 离开 系统 时 留 在 系统 中 的 顾客 数 《 不 也 
括 该 离 去 顾客 ) 等 于 在 该 顾客 的 逗留 时 向 内 到 达 的 顾客 数 , 即 

pt =PINt = j) = PERERA W 内 到 达 了 个 顾客 |) 


=| e eW, j= 0,1;2," 
由 于 当 队 长 三 m 时 ,接受 服务 的 顾客 的 服务 时 间 服 从 参数 为 内 
的 负 指 数 分 布 , 当 队 长 宇 m 时 ,其 服务 时 间 服 从 参数 为 上 的 负 指 数 
分 布 ,因此 在 统计 平衡 下 , 某 个 顾客 的 服务 时 间 分 布依 束 于 当时 的 队 
长 . 但是 ,在 统计 平衡 下 ,有 ( 见 附录 第 十 
pr = ppa j= 01,2, (6) 
+* + 


(5) 


ate 
of 


Piz) = P pes | = | =. ] 


J- Ü 


则 PC(z} 称 为 队长 分 布 {p,,j 主 0} 的 概率 母 函 数 , 利用 式 (2) ,得 


— re M m— 1 ur 
Pla) = po H. oe}. eK D 
由 式 (5), 有 
Plz} = Sp, = Nix ， 上 LOW (2) 
I= poe (8) 
=| e -xs 和 dW) = je kag (4) 
a y= 8 it 


Ht ACs) > 0, ews) = S Md CE) Mls) Ap HIE LIS} 
Q 


ti Pa WOO AY LS 变 搞 ,于 是 
Piz) =wAti—2)}, |ei sl (9) 


A s=), MEOE A 
wis) =P] 一 > 


— — $ w — $ jalg — Š) 
p O EO TE 
+ 5 5 
— (a — > 1 一 (po 一 二) 
1— te > Co 
(10) 


est Bl Aye Aiat AA LS 变换 表达 式 , 经 过 LS 变换 的 反 演 
BAM BAW) ,但 一 般 情况 下 是 很 困难 的 . 
利用 公式 
P = ET 一 一 iw) Jho ate 


az BB TIF E BT HY 
all + Ga — Det — mer] 


P= se G — p) 


À 
+ BO" 


(py (12) 


虽然 逗留 时 间 等 于 等 竺 时 间 加 上 服务 时 间 , 但 是 要 求 出 服务 时 
间 分 布 图 数 是 较 困 难 的 . 下 面 我 们 使 用 Littis 公式 求 出 平均 等 竺 时 
(By. 


十 pz ma 一 Cm — 1) Pp, | 


根据 附录 中 第 九 ,Littie 公式 对 该 系统 是 成 立 的 ,于 是 
W, =2 =~ 1a 一 po 


A A 
1 oa 
=W — > Dh 
7>] (13) 
o1 eik en Dee 
= Po (1 = py 
p A Tolon — 1) — Cm — 2)e | | 
(1 一 pp» 
这 样 , 平 均 服务 时 间 为 
l-t nl P 
= o on (14) 
mlp ATA G, A e 
-ia 1— e t ree 


$4 M/M/coHEM ASE 


1. 问题 的 报 述 


在 多 个 服务 台 的 排队 系统 中 ,最 简单 的 是 服务 台 有 足够 多 的 情 

形 ;此 时 到 达 的 每 一 个 顾客 都 不 需要 等 待 立即 接受 服务 , 因此 系统 不 

会 出 现 排 队 项 象 ,如 自 服务 系统 、 收 昕 无 线 电 广播 系统 、 忽 诊 救 护 车 

队 系 统 .收看 电视 系统 等 都 可 近似 看 成 这 种 系统 . 假定 顾客 到 达 按 参 

数 XC>0) 的 Poisson 流 ,每 个 顾客 所 沉 的 服务 时 间 服 从 参数 为 a> 

0) 的 灸 指数 分 布 ,系统 中 有 无 穷 儿 (足够 多 ) 服 务 台 , 每 个 服务 台 古 并 
„l-e 


行 独 立 进行 服务 的 . 
2. 队长 
Boe NG) SATE Zl ¢ 系统 中 的 顾客 数 ,此 时 也 表示 系统 中 正 
FEIT HOARE GPE S 
pj (At) = PING + At) = jw tsp = 0,1,2,." 
出 
Dp (At) 一 天 (在 如 内 到 达 一 个 顾客 ， 
月 i 个 正 忙 的 服务 台 一 个 服务 也 赤 完 成 } 
十 LP Le At 内 到 达 了 个 ， 
且 所 有 服务 台 共 完成 了 一 工 个 服务 4 C1) 
== P(t, <= A,X > Atyer 5X, > At} 
+ SIP tr, foe tor, Arcot foe +b yh), 


Pra BR I 1 RS 
一 AAA + of At), i= Ol 


Dp (AD =P (ae dt 内 没有 到 达 ， 
目 i 个 正 忙 的 服务 台 只 完成 一 个 服务 ; 
+ S1P Ud agak 
上 服务 台 共 完成 了 个 服务 } 
由 于 ; MEARS QTE A 内 究 成 一 个 服务 ,可 以 是 其 中 任意 一 个 
服务 台 完 成 的 ,所 以 上 式 的 第 一 项 为 
Yu Pir, > Åt, Xy D At, 


to] 


Kent = At sXe = Ot Xe > Atn sAr > At} 
= Se ey 一 ee 
k=] 


+ 62 + 


=i HAt 十 o( At) 


而 
第 二 项 = o( Ar) 
于 是 
Pui CA) = igår + oA), f= 1,2,+6 (2) 
3) 当 三 一 下 其 2 时 ,显然 有 p,, CAL) =0(Ar) (3) 


综合 1)~3), 78 
Ade + of At), jf =i+1,7 = 0,1,2,-- 
Put At) = giud + of At), fF =F ~ 1,6 = 1,2, C4) 
o( Ar), li — j| 2 
Tei N G10} E= (0.1.2.0) ERR, Hob =a, je 
Q e 5 ju jal. 


A 
FB LS p= PO = PING) =j}, p,=limp,()  j20, fll 


l> -u 
lDp,@) = rea 一 e je , 10 (5) 


2) p, = fem, j= 01,2, (6) 


HERA 1) 显 然 ! 记 (7 关 0) 的 微分 差分 方程 组 为 
Po) —=— Apolt) + up (et) 


pC) — Ap, 一 (十 FOP CO + G+ Depa, j>] 7) 
4 
PCz,f) = S) py) 
jeo 
则 
Dy Pi Ozi =Az DI py (de — AD) p (ade! 
j=0 j=l 了 一 个 
一 ez 2 PD iO 4 eG EDP Oe 
j=l 了 一 站 
SRP (24) — APC2,t) — pe BP GED? aP Cz ,1) 
EFTS Pz ,t) — Hr a 十 4 — 


* 63° 


所 以 得 偏 微分 方程 


3D {x,t) 
a 


= gll — z) 一 At — 2) PCz,t) 


解 偏 微分 方程 ,并 注意 到 六 (0) 一 上 I=, 
0, JF 


AP (x,t) 
a 
得 


Px jt) = e707 geet 


由 于 
P(z,t) = Pp we time ™ , > Ag et 
所 以 
pt) =} ' PPD | .-。 
=- [ea — eo) pemen, j= 0,1,2,0 
IEPES). 


2) AA: REE YR RR ER AD H= time HR 


(8) 


C9) 


对 于 M/M ONR THAR N= 2. 因为 有 足够 多 的 服务 


台 , 所 以 N,=0,W == 0,38 et fe] ALR t i. 


例 某 航 空港 的 长 机 坟 Poisson 流 色 达 , 乎 均 每 天 到 达 6 架 运 
MEHL 设 每 个 装卸 小 组 装 逢 每 架 飞 机 的 时 间 为 负 指 数 分 布 , 平 均 每 
天 装 逢 两 架 飞 机 . A CEL MK. SH RI. RR E 
攻 林 起 降 , 因 此 必须 组 成 兰 干 个 装 秋 小 组 作 炎 . 求 :1) 半 均 有 多 少 个 
站 到 小 组 在 作业 ? 2 为 了 使 造成 拥挤 的 概率 小 于 0.05, 问 至 少 应 邮 


BEEP RA LA? 3) 需 要 多 于 10 个 装 逢 小 组 的 概率 是 多 少 ? 
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E 把 RRRA M M oR A= SER) = 2 CRBS 
i 
DN =p=3(%); 
2) Se pA PRD RR BA A eA 因此 , 若 
设 装卸 小 组 个 数 为 二 , 则 系统 达到 平 稿 时 应 有 
PUN 2k) = 0.05 


但 
PUN => 6} =1-— PIN & 3} 
. 
=] 一 » fee a 0. 0837 
ingt: 
PIN 27) =PIN 26} — PIN = 6} 
eee 
= 0. 0837 — Te 
avQ. 0333 < 0. 05 
FRL kT. 


3) P(N > 10} =1— >, Let a 0. 000 01 
即 同时 需要 多 于 10 个 作业 组 的 梳 率 约 为 十 万 分 之 一 ,所 以 无 需 准 和 
无 穷 个 装 印 小 组 . 


$5 M/M/c/ 吕 2 排队 系统 


1. [ARIE 


APRN BASHA C21 MR AHTRA. ER 

客 到 达 时 , 若 有 空闲 服务 台 便 立 刻 接受 服务 , 若 没 有 空降 的 服务 合 ， 

则 排队 等 待 ,直到 有 空闲 的 服务 台 时 再 接受 服务 , 假定 顾客 仍 按 参数 

AC> 0) HY Poisson 流 到 达 , 每 个 顾客 所 需 的 服务 时 间 独 立 ` 服 从 相同 

参数 x(>>0) 的 负 指 数 分 布 ,系统 容量 为 无 穷 大 ,而 且 到 达 与 服务 是 
+ 65 + 


彼此 独立 的 . 
2. 队长 


fue 六 (表示 在 时 刻 ! ABP HRY. > 
pult) = PING + &2) = jiswa 
WL S 4 的 分 析 , 易 得 
AAt + olat), j 二 1 十 1,1 守 0 
ipAE + o(At), f=i— 1,i=1,2,,c—1 


An = (1) 
PAD) cuAr+ ofAt), j=i— l,i =g + l, 
ofAr)， Ji — ff 2 
FRING) tO} HE= (0,152.3) LER HP AHA 
ity IS 
0; 一 “ ye (2) 
CH, JÆ 


定理 1 & p= p= 2 一 G) =j} 50,1, 2e 


ep 
BU CLA SOTE SIREL H 
=P be 1<j<e-1 
p; = (3) 
cee} Piper jee 
ppl Py J~. 


=o j! Eo E 
证 明 根据 生 灭 过 程 的 极限 定理 易 证 . 


由 于 现在 系统 中 有 个 服务 台 , 所 以 匡 客 到 达 时 需要 等 待 的 概 
率 为 


1 A 
& 一 SOP, 一 l1— fp Pes Pe = CH <i C4) 
jue F 


为 了 求 得 平均 队长 与 平均 等 待 队长 ,在 统计 平衡 下 ,等 待 队 长 
Ny 显然 有 分 布 


P(N, =0}= Dp PIN, =R) = pass k=1,2,.. (5) 


f2o 


N, =EN] = SOG — op, 
J =r 
=Ẹ G- pp, 
Fe cr ee! 


— Po Sn | P ajme 
= 之 DCT) 


ne & (6) 
=A 2a GF Oe 


Pee 


XF N. 表示 系统 平衡 时 , TE TE BEAR Ss MA, 


PIN, =k} = pys k=0,1,2.:+.¢-— 1; PIN, = ch = >it; 


所 以 
=i a 
N, =E(N.] = Sip, + oS) p; 


f= ot 


r—I => 
Ss l yp Po yN 
2 G- D, t Ce DIY Que 


fel 


_of1_ O E 
pi Š b)+ Tp i 


oly ee E 
pil Pei 2b) + Ga phe = [y] ” 
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一 Pr , 1 
Pi Sp? fo rr Tp 
十 & fo 


(] — pe — i)! 


+1 


a if ef 
SPS Com yyy Pe crt) — py Pa 
FF 
Te pe 


与 服务 台 个 数 c 无 关 . 
BRA N=N EN FREAK N A 


yr ther ASKI (9) 


可 以 验证 , 当 c=1 时 ,上 述 结果 化 为 WMAM/1/eo 排 队 系统 的 有 
关 结 果 , 当 c>co 肝 ,可 化 为 MAM/o0 排 队 系 统 的 有 关 结 果 . 


3 等待 时 间 与 逗留 时 间 
假定 顾客 按 先 到 先 服务 的 规则 进行 服务 . 令 pi 表示 顾客 到 达 
系统 发 现 已 有 j 个 顾客 的 平稳 概率 , 则 可 以 证 明 ( 见 附录 中 第 十 ) 


Pb, = Py: J= 0,1,2; 
F328 On PEH. 


定理 2 p= <1 PEATA PLE PG A T E 
为 


Wy =1— Te 120 (10) 


其 平均 等 待 时 间 为 
. p. C11) 
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cv] 
W,(0) =P{W, = 0} = Sopp 


2) 当 #0 时 ,有 
WD =P{W, = 0 4 P(O<W, <7) 


=W,(0 + SPO0<W, <2} 


=W, + PPO LW, ty -pr 


在 到 达 顾 客 看 到 已 有 (G0) PAE AY EF eli FIRS BEE 
术 ,所 以 该 顾客 必须 等 待 (一 c 十 1) 个 顾客 服务 完毕 才能 被 服务 . 在 
忙 的 荣 件 下 ,由 于 每 个 服务 台 的 离 去 均 是 参数 为 上 的 Poisson yi» 内 
lhe MRE AH BAMN A RAB cp 的 Poisson 流 , 这 样 相 继 离 
去 顾客 的 离 去 间隔 时 间 服 从 参数 为 cp 的 负 指 数 分 布 , 餐 该 顾客 的 等 
符 时 间 等 于 这 (一 < 十] 个 顾客 相继 离 去 的 问 隔 时 间 之 和 ,其 分 布 为 
参数 cp 的 t(j 一 c 十 1) 阶 爱 尔 朗 分布; 即 


Pio <w, < = | De 


于 是 


Wi) =W C0} + > p” | EERE) T eag y 
i = 


p Ele do 《7 一 CI 


， - Pe 
1 一 ê- 1 -P 


[1 一 ect) eee] 


而 平均 等 待 时 间 
F, =| Wo 


=ñ. -一 f: ` F _ Pe + — leet 
=0+(] T p” + AITOA Hice — pje dt 


+ 69° 


Pp 
ao Fr 
至 此 定理 2 证 毕 . 


Hae BATA) WW x, H W, 与 六 独 了 涝 ,因此 根据 分 布 函 
HERAA DHE B Hih RRO 


1 = efi 4 wos m| ese- 
AETI = em — Ct" 
pec} 
(12) 
而 平均 逗留 时 间 为 
VW, - (13) 


可 以 验证 ,Little 公式 成 立 . 
4. 输出 过 程 


S N, 表示 在 一 个 顾 容 离 去 (从 离 去 的 时 刻 开始 计时 ) 之 后 又 经 
过 上 时 间 时 ,在 系统 中 的 顾客 数 ,平衡 状态 下 有 
PIN =n} S pe n= 0,1,20 


叉 令 并 表示 平衡 下 相继 离 去 的 间隔 时 间 , 以 及 
F,@) = P(N, =n, T >t}, 620 
显然 
PIT >t} = >， 次 (14) 

下 面 建立 FC) ATER ER RT A A 

FE + AD = P(N Gy = nT > t+ At} 
-NPN ga =n,f >it N, S T > t} 

Ò 


i= 


» TŪ- 


=F) ,PINs =n T >it At|y re 
j=0 


FG) «ade + F(T — At ear] 
O JoAN, cn (15) 


E) «adt + FO] — A+ anwar] 
+o(At), laine 


Foe + Ag) = RDL — AAMi | + ef Ae) (16) 
于 是 ,将 上 式 右 边 不 含 A 的 项 移 到 堪 边 ,然后 用 Ar 除 以 两 边 ,再 令 
xz 一 站, 得 
| PM) =— At ce) FG) + AF 0), on 


FOD = (A+ NF) + AF, Lae O17) 
Faa) = — APy() 
而 初始 条 件 为 
Pi) = PIN, = ant = par n= O0,1,2.°" (18) 
fey FAK 7) ,得 


FG) = pe *, 20 
于 是 
PIT >t} = DF, 0) =e *, 0 


上 式 表明 在 统计 平衡 下 相继 离 去 的 间隔 时 间 服 从 参数 AC 0 BY fA 
指数 分 布 . 

而 参考 文献 [59J 还 证 明了 相继 离 去 的 间隔 时 间 是 相互 独立 的 ， 
因此 ,统计 平衡 下 的 输出 过 程 与 到 达 过 程 相同 . 当 c ce 时 ,此 亡 闻 7/ 
MA/cc 系 统 , 因 此 统计 平衡 了 M/M/oo 系 统 的 输出 过 程 仍 与 到 达 过 程 
相同 . 


例 1 某 骨 票 点 有 两 个 售票 窗口 ,顾客 按 参 数 4 一 8 人 /分 钟 的 
Poisson 流 到 达 , 每 个 窗口 的 售票 时 间 均 服从 参数 w= 5 人 /分 钟 的 
负 指 数 分 布 , 试 比较 以 下 两 种 排队 方案 的 运行 指标 ; 

"71]* 


1 顾客 到 达 后 ,以 序 的 概率 站 成 两 个 队列 ,如 图 2. 3 中 的 (a) 所 


— 


FNS 
32) 照 客 到 过 后 排 成 一 个 队列 ,顾客 发 现 哪 个 窗口 空闲 时 ,他 就 接 
学 该 窗口 的 服务 ,如 图 2. 3 中 的 (8) 所 示 . 


600 p=5 高 去 
A=8 
000 
到 
A= i 
Ca) 分 解 为 两 个 平行 系 撤 


C5) PR CH 13 TE HE AR BE 
图 2.3 


解 1) 实 质 上 分 为 两 个 独立 的 M/AM/1/co 系 统 ,每 个 系统 顾客 
的 到 达 均 为 参数 国 一 4 一 4( 人 /分 钟 ) 的 Poisson Hib AL e= 号 ,于 是 


po=1—?= 0.2; N, = 7 = 3.2( 人 


Ff 有 一 一 站 
N 一 工 一 7 ACA); W, ad 9p) 0. Bt 分钟) 


PIN >1}=1— po = 0.8( 等 竺 的 概率 ) 
A 
2) 实 质 上 为 M/M/2/00 BME p= 1p. F 


"Ta 


1 


— Poy ce TF 2x]. 
n= (3 f+ ste = ey = [1+1.6+ awe =O 


a < 一 


1. 6° 


N = N, t p= 2.844 1.6 =4.44CA) 


¢ = 2.84 = 0. 35504 8h) 


1 1 l. §* 
a Toa => — mn = ee rr 
PiN D> 2} = i pf = 1 0.8 x py x 0,111 = 0. 7104 


以 上 结果 表明 ,采用 多 服务 员 、 单 队列 的 排队 系统 方案 ;其 各 项 运行 
指标 都 优 于 多 队列 的 排队 系统 ， 


例 2 fe M/M/c/oofERA RBH Ace OF ec He. REBT 
REg AA TB] PA RAR e 元 ,每 个 顾客 在 系统 这 留 单位 时 间 
的 损失 费 为 el 元 ; 试 确定 最 佳 的 c* ,使 得 单位 时 间 内 的 平均 总 费用 
最 小 ? 

RRS fle) 表 示 单 位 时 间 内 的 平均 总 费用 ;出 

Fle) =cege + eN 


+1 

=ce, + e| P + OEST po | 
十 ] 

= cee tejo + CES CETS 


Ş Ë pf -1 
mos j! + GDC- A? | 
= €€op + ef Ce) 
_ gn Oe a 7 
HOR PO e+ Cay ep7 (5 EUD H. 
于 面 用 边际 分 析 法 求 最 佳 的 c”. 因为 EO A EUME, Pr 
fe’) <flct l, Tense +) 
a 73 + 


于 是 
fe ~ 1) — Fee) > =p 
“1 


Fen = Fe DE 
因此 ,最 佳 的 c ”应 满足 条 件 


Fe ty Fet Ses Ile? —1)— Ft") 
1 


依次 对 < 一 1,2,… 求 出 7(e) 之 值 ,并 计算 两 个 之 差 . WH BAL 
面 不 等 式 的 哪个 区 间 , 从 而 可 确定 出 最 佳 的 


$6 M/M/c/K 混合 制 排队 系统 


1. 问题 的 报 述 


考虑 这 样 一 种 混合 制 排队 系统 ,其 系统 中 共有 天 个 位 置 \c 个 服 
务 台 独立 地 平行 工作 ,c 所 KK. BK 个 位 置 已 被 顾客 全 部 占用 时 ,新 到 
的 顾客 就 自动 离开 , 当 系 统 中 有 空位 置 时 ,新 到 的 笑 客 就 进入 系统 排 
队 等 待 服务 . 我 们 仍然 假定 顾客 按 参 数 允 盖 0) 的 Poisson 流 到 达 , 每 
个 顾客 所 需 的 服务 时 间 独 立 , 服 从 相同 参数 4 的 抽 指 数 分 布 ,用 到 
达 与 服务 是 彼此 独立 的 ， 


2. 队长 
假定 w 99 表示 在 时 刻 上 系统 中 的 顾客 数 , 今 
pi Cat) 一 PING + Ar) = junels 1.3 一 Di2 K 
则 类 和 似 本 意 35 的 分 析 易 得 
AAt Hol, fait 0,1 下 一 1 
nt At}, 4 = 1.6 = 2c 1 
plan m J PA TOAD, FE he ° a) 


chat +H o(At), j= l,i =e nK 
+ 


FEIING fo 0} Ay E= (0,1 eK} ERA RHE, HR 
if, 1 E 


cH, CHIRK 


A, = 9 (= O0,1,,4K — J; i= 


A . 
定理 1 $ e= ASPIN O= WA Pp, 有 


=- Pos ] 所 .1 < 


P; 一 1 
raae P Pos CHAK 


其 中 p= [> et > P| 
证 明 ”根据 有 限 状态 生 淡 过 程 的 极限 定理 易 证 . 


由 于 M/M/c/K 是 损失 制 , 损 失 的 概率 为 
p= pe= — fprp 


cle 


单位 时 加 内 平均 损失 的 顾客 数 为 
A, = Apg 


单位 时 间 内 平均 进 人 系统 的 顾客 数 
A, == AC] — px) 


平均 等 待 队长 为 ; 
N, = > Cn — cp, 


t= 


-名 一 ZE) on 


l 
Caa e € 


-名 5 (a — eXe (2) 
Cl Set a # 


— Po K — 一 :一 1 
7 c! ae Fe 


(3) 


+75" 


Bop (K — eK — e + lp, p. 一 Í 


D zr) pen ap =e] P 


pe I 
A 
Fi 9 Pe 


MX N, Bap PH ETE RIF BY BY M 
PIN, = j} = py j=l ec]; PIN, =c} = Stop, 
于 是 EERIE S HEE BRA 
N, = Sine. + Se. 


em] . 
= P ff q Po 
-之 gepet yu pret 2 ps 


na] j=r tl 


S 7 R PT (8 
=| Si Fp + Crt Dy amh) 


cod K-1 1 
=| X) Son + a prpo) 


N =N, + N,=N,+4 ell ek] (9) 


3. Sey fe] ie BAN el 


假定 顾客 接 先 到 先 服务 的 规则 进行 服务 . 设 顾客 到 达 时 看 到 有 
j 个 顾客 的 平稳 概率 为 pj 二 0,1,2,… ,天 , 则 pF 二 pb,( 见 附录 中 第 
达 且 能 进入 系统 的 顾客 看 到 有 ; 个 顾客 的 平稳 概 广 , 则 
gi =PIN-= jl ences! 
_ PANT = j) e PCR BIA bast 
7 PAR BUR HEA} 
« TR’ 


Pj 
= + = O0,],°°,A — ] 
1 Pr 7 


TEIE TRAI e lal 2) ARA 
W =P(W, <2} 


平均 等 待 时 间 为 
=- St jo-et 
We p 之 cf 4 
平均 逗留 时 间 为 
P= w, ++ 
i 
一 些 特殊 情况 : 
D M/M/1/K 
《] — p) 
Sai #1 
P, = sS 
1 =] 
K+1° P 
K 
_, 2° 
N= 


ep K+ DR 
]—p ] 一 pet} 


1 + t epler) 
. —- epil 
Zet Doj “Gore cr 


(10) 


i> 0 


(11) 


{12) 


(13) 


(14) 


(15) 


"77" 


KCK — 1) 


ARF p= I 
， POO Koh (16) 
Fos i= 人 
Wi = K—1 ¿Z1 i (173 
1 — ?gq{2) LEED eH), > 0 
一 | 1 = + 
HT B R TETAS 3 E AO 


WO =a DPN = e > Suey ‘ i220 C18) 


2) M/M/fc/c ARHAR: 


D n= toi] > L, j = 0 1, 2， (19) 
此 为 著名 的 爱 尔 朗 公式 . 
De 个 服务 台 均 入 的 概率 (或 顾客 损失 的 概率 ) 
pte} 
Pe = (20) 
uF 


此 为 著名 的 释 尔 朗 损 失 公式 , 至 今 在 电话 交换 站 的 设计 中 起 着 重大 
作用 . 
因由 于 不 允许 排队 ,所 以 
和 一 0，N = 一 8 一 加) 


说 明 Ot M/M/c/K 系统 , 令 天 一 ce 即 为 MAaAdtycyco 系 统 ; 令 -上 
=], K> Bi M/M/1/co BBE, S coo MI M/M oR. 


All 设 有 一 个 信息 交换 中 心 ,信息 流 为 Poisson 流 , 每 分 钟 到 
达 240 份 ,线路 输出 率 是 每 秒 800 个 字符 ,信息 长 度 ( 包 括 控 制 字 符 ) 
* 78e 


近似 负 指数 分 布 ,平均 长 度 176 个 字符 . 要 使 在 任何 瞬间 缓冲 器 充满 
的 概率 不 超过 0. 005, 间 缓冲 器 的 容量 K 至 少 应 取 多 大 ? 
解 信息 平均 到 达 率 一 240 份 /分 =4 H u= pe 一 4. 546 


份 / 秒 ,po 一 过 一 0.88. 显然 按 M/M/1/K 系统 处 理 , 于 是 缓冲 器 充 清 
的 概率 为 
Pr = 时 二 
要 使 p0. 005,89 —p)o*/[1—p*t' Jo. 005, fa 
Pos = 0.009 045, Pa = 0. 004 464 < 0. 005 
所 以 天 之 26, 即 缓冲 器 的 容量 至 少 应 为 26 个 单位 . 


例 2 假定 有 -- 个 MMK 系统 , 设 服务 率 为 CORED » 单位 
时 间 内 单位 服务 成 本 为 e 元 ,每 服务 一 个 顾客 获 元 ;在 到 达 率 4 纵 
定 的 条 件 下 , 求 最 佳 服务 康 A ,使 得 单位 时 间 内 纯 收 入 达到 最 太 ? 

解 ” 设 让) 表 示 单 位 时 间 内 的 纯 收入 , 则 

fie) ~=AgQ] — ped — er 


1 一 
-iA 、 。 dfl) a; 
HA Age HELA: ATR SOORTE u BIRRO H Je == 0,49 


my K- (K+ Det eA ee 
pP (1 _ pty E 
À 
由 上 式 可 得 2* 一 二 - ,于 是 可 得 最 佳 服务 率 e = 


如 现 有 一 个 AAA3 排队 系统 ;其 顾客 到 达 率 4 二 3.,6 人 /小 
时 ,每 个 顾客 所 筑 的 平均 服务 时 间 为 10 分 钟 , 服 务 一 个 顾客 收入 2? 
雹 ,服务 机 构 运 行 单 位 时 间 的 费用 为 1 元 . 对 这 样 一 个 系统 ,其 单位 
于 间 内 的 纯 收 人 为 

Í =Ag(] — p) — er 
二 人 0, 46 JE 
但 是 , 按 上 面 欧 最 优 方 案 定 出 Pp' = 二 1.21, 从 而 确定 出 最 侍 服 务 率 上 
。79 。 


= 二 -一 3 人 /小 时 , 于 是 在 这 样 的 服务 率 下 ,其 单位 时 间 内 的 纯 收 
入 为 

六 一 1.86 元 
显 见 .在 给 定 的 服务 率 kw=6 入 /小 时 下 未 必 是 最 优 的 运营 策略 ， 


例 3 设 其 计算 机 有 4 个 终端 ,用 户 按 Poisson WBA. $Y 
10 分 钟 到 达 1. 5 个 用 户 , 假定 每 个 腹 户 平均 用 机 时 间 为 20 分 钟 ,用 
机 时 间 了 服从 负 指数 分 布 , 如 果 4 个 终端 已 被 占用 , 则 用 户 到 其 它 计算 
机 处 接受 服务 , 阔 此 系统 的 各 种 指标 ? 

解 ” 这 是 M/M/4/4 损失 制 系 统 ;,4 二 9 入 /小 于 ,二 3 AS 小时， 
po 一 圭一 3 


i ` 
顾客 损失 的 概率 为 
a4 gi 33 34 Di 


单位 时 间 内 实际 进入 系统 的 平均 顾客 数 为 
A, == ACL — py) = 9 X C1 — 0.235) = 6. 885 CA / AND 
FY LTE AY Sg OY 

N. = p01 - p) =3 x (1 — 0.235) = 2. 2850) 


+ BO. 


第 三 章 ”有限 源 的 简单 排队 系统 


在 第 二 章 中 我 们 所 研究 的 排队 系统 ,顾客 的 总 体 是 匹 限 的 ,而 且 
顾客 到 达 的 间隔 时 间 和 和 所 需 的 服务 时 间 均 为 负 指 数 分 布 . 现在 我 们 
来 研究 一 些 顾 客 总 体 是 有 限 的 简单 排队 系统 ,这 类 排队 系统 的 典型 
例子 就 是 机 器 维修 模型 . 


SI M/M/c/m/m 系统 


1. 问题 的 叙述 


BEA c: 个 工人 共同 看 管 m 台 (m 关 ce 机 严 , 机 器 运转 时 会 发 生 
故障 乔 停 止 生产 ,这 时 需要 由 工人 进行 适当 欧 修 理 , 收复 后 立即 投 人 
EH. RR ELARA D BEE Aare E 均 服 从 参数 AC 
0) 的 负 指数 分 布 , 即 

Pi > ese *, t20 

4 L384 Aaa. ARERR AT AY A ae Bt ES 
Wm AL ASS É eA HAO DUSO EE ?的 服从 参数 
(>0) 的 负 指数 分 布 ， 如果 没有 空闲 的 工人 ,发 生 故 入 的 机 器 就 等 符 
修理 ,直到 有 空 闪 的 工人 为 止 ,而 且 设 修理 与 运转 相互 独立 ,每 个 工 
人 之 癌 的 修理 也 相互 独立 - 


2. ARR ATA ae BY 
假定 NCO gai A]: AA AY AY OL ae > 
b Cat) = Pint + At) = fl] ae a} 
则 
Dp (A =P CEA Am -—i SER ALE 


一 合 发 生 故 障 , 而 修复 0 人 台 } 
* Sl * 


Ho 
“1 


+ DUP Ug At ARK A GRA -—1 8} 


Cm — DAAE -+ ofA), ORice 


7 Cm — AAM 4+ of At), ¢ Sli <m a)? 
2) Pir AO =P ie At ALK, REE 
m=] 
+ DPE At A KM 4, 
k=] 
meee +1 合 } 

_ fiut + ola), 1Qice 0) 

T (eudi + ofA), ci 所 ° 

3p ;CAt) = ofA, |i — J] 22 (3) 


TENG) e220} FLA PARAS JB] E= (0.1.25° me} LAE RE 
Fe» i) BR A BRAY © 其 状态 转移 强度 图 如 图 3. 1 所 示 ， 


ma (m—1)A tm—cet+1}A (a—eda 
图 3.1 


参数 A= Cm— DA, t=O,1 yn l; „=| 
c 


定理 1 设 疡 一 limPfrt 一 用 一 0 1 出 [0 过 j) 委 
mi FE: H 


peee j= 0,1], se —1 
P 一 {4} 
7 -o nae 


+ 82+ 


r=] 


stp p = 4 [D7 |ø + +3" 


= 


in 


ee] 省 站 | 表示 
pe /Li! n= 1],0<jSm, 


i 
特别 地 , 当 c=] 时 ,有 
ml . 
Pi = qm TP Po P= Letts ym (5) 


出 


,= [E mit Py 
— tm — p)! 


证 明 由 生 灭 过 程 的 极限 定理 易 证 . 


RING N SN, 分 别 表示 在 统计 平衡 下 发 生 故 际 的 机 器 数 与 
oF iF FEEL AY BL BR BC» A ES ACE RS a ES Pe EL 
器 数 分 别 为 


N = Dose, 
pm 
c—} r 
ee mL jp 
DEDICE 2 tm ep 
(6) 
N,= G- op (7) 


3. 故障 机 器 等 待 维修 的 时 间 分 布 


假定 机 器 先 故 障 先 维 覆 . pp Sena. wen ana 
生 故 障 时 已 有 7 台 机 器 早已 处 于 故障 状态 的 概率 ,由 于 在 7 f 
发 生 故 障 的 条 件 下 ,只 及 一 ; 台 机 器 正常 工作 ， AEEA 
无 记忆 性 质 和 各 个 机 器 工作 的 独立 性 ,我 们 有 
© 835 


Pp = ROR ps FO 2m — ] (8) 
Kk HEART. 根据 >)p7 = 1 ,可 得 


-ON (9) 
于 是 
py =e, P= OL. -一 ] (10) 


此 式 也 是 参考 文献 L66j 第 107 页 中 的 式 (6. 2). 
SW, 表示 统计 平衡 下 该 故障 机 器 的 等 待人 型 时 间 , 则 分 布 函 
AW CW 


cv] m=] z 
Vl, [5 culepary™ i 
mo = Sort De | E edz 


m—1 了 一 
=] 一 ŽP; e=] +e po + -E t= 0 
jure 


RU en} 
C11} 


在 所 有 修理 工 均 忙 的 条 件 下 ,新 故障 的 机 器 必须 等 待 前 面 — 
十 1 台 故障 机 器 修复 后 才能 接受 收 理 . 由 于 收 理 时 间 是 负 指 数 分 
布 , 一 台 机 器 发 生 故 障 时 ,各 个 正 接受 修理 的 机 器 的 剩余 修理 时 间 仍 
服从 相同 参数 的 负 指 数 分 布 . 在 每 个 修理 工 均 信 的 茶 件 直 ,每 个 修理 
工 处 的 输出 是 参数 的 Poisson 流 ;c 个 独立 工作 的 收 理 工 组 成 的 答 
出 流 是 参数 cn 的 Poisson 流 ,因此 相 令 修复 完毕 的 故障 机 器 之 间 的 
间隔 时 间 应 服从 参数 为 cp 的 负 指数 分 布 , 而 上 个 工人 修复 jeti 
台 机 器 的 时 间 应 服从 参数 为 cx 的 j 一 c 十 1 阶 爱 尔 朗 分 布 , 于 是 等 待 
修理 的 平均 时 间 为 


ino] - a? 
‘ty _ x J -一 E + L ` — N, — i 
wW, = 2 CH P, = Alm — N) C2) 


了 一 于 


« Rd e 


其 它 重 要 指标 


1) 平 均 忙 的 修理 工人 数 为 
N. = 5)jp, +e ' Ma (13) 
2) 平 均 运行 的 机 器 数 为 | 
N= Xon- pp, =m- N C14) 
2) SEHPA UE TPB A CRD ERE 
a= aS} Cn — jp, = Abn — N) (15) 
和 统计 平衡 下 单位 时 间 内 平均 修复 的 机 器 为 
和 AZ 六 = Ñ. (16) 


5 统计 平衡 下 单位 时 间 内 平均 修复 的 机 器 数 等 于 发 生 故 障 的 平 
均 数 , 即 


A, = A, (18) 
$2 M/M/c/c/m 损失 制 系统 


1. 问题 的 叙述 


BEA m BIRER c 个 维修 工人 , 当 * 个 维 收工 都 忙于 维修 
赦 障 的 机 器 时 ,这 时 发 生 故 障 的 机 器 不 等 待 维修 而 是 立刻 送 到 其 它 
地 方 去 修理 ,或 当 这 种 情况 出 现时 则 是 停产 大 外 ,其 它 有 关 假 定 条 和 侍 
与 土 面 $ 1 HM. 


2. BCBS ADL eis R 


假定 NORRA: 发 生 襄 障 的 机 器 数目 , 今 
ple) = PING + Ot) = jilani? 
WUE ES § 1 的 分 析 易 得 
4 


Cm 一 站 MA 二 OA， 了 一 1 一 0tc 一 1 
PCA) = {ie taan, 一 了 一 1 一 1 yc 
of Ag), ji 7] 2 
(1) 
TENO ,ft 之 0} 是 状态 空间 EE 二 {8,1,2,*…,c} 上 的 生 下 过 程 ,其 状 


态 转 移 强 庶 图 为 


ma im— iÀ (m-et l? 
QOG- O 
A an 3p cH 
图 3.2 


BAK A= On) A, i~O,],-+,¢—-]; f= Tht s pol yPatrtac. 


定理 1 & p Slim PiN G = jh 7 一 0 1 M 
{p0 < 了 <= c} TFE H 


a a 

De 

Ranes 7") RR m Pi 7 PHD AE OS IS. 
证 明 ”根据 生 灭 过 程 的 极限 定理 易 证 . 


p 


p= j= O02,e (2) 


E 
APRS} AB OS fc) ARR E Engset) sht. Mi 
lmi 
el? | 
pm) = 一 -一 - mt (3) 
a k ” 
称 为 恩 格 塞 特 损失 公式 ,这 是 损失 的 概 这 . HSA. Arse 时 , 即 om 


台 机 器 严 个 维修 工人 ,此 时 
. 86 。 


， 一 - [= oun 
Fi (] p)” > d 0,1,2, sIr (4) 


平均 故障 机 器 数 为 


mh 


N = S\jp,= 2E (5) 
之 ”1+e 


8 3 有 各 用 员 的 M/M/c/m+K/m 系统 


i ANRE 


假定 有 mr 台 机 器 正常 工作 , 另 有 天 台 机 器 备用 ,有 * 个 维修 工 
入 . 当 运 转 的 机 器 发 生 故 障 时 ,发 生 故 障 的 机 器 立刻 由 维修 工 去 修 
理 , 怪 好 后 转 人 备用 . 如 果 处 于 正常 运转 的 机 器 台数 不 足 产 台 时 ,只 
好 缺额 生产 . 依然 假定 每 台 机 器 的 寿命 $ 服从 参数 为 aont 
数 分 布 , 故 障 后 的 维修 时 间 3 服 从 参数 为 py 的 负 指 数 分 布 ,而 且 每 台 
机 器 的 运转 .页 障 后 的 修理 .运转 与 修理 均 是 相 忌 独立 的 ， 


2. AR PRAT OL ae BX 


假定 NEATH ¢ 故障 机 器 的 台数 , 令 
pA) = PING + ât) = jiwo) 
则 仿照 本 章 》 1 的 讨论 ,得 
1 当 维 修 工人 数 小 于 等 于 备用 机 器 台数 , 即 cK 时 ,有 
maAAt + aCAr), 了 一 十 1 HOU A 
Con — 7 + ADAA? | Dear 一 工 十 1， 
i= A+ lerem + KR — 1 


中 = a 

P ipAr + olåt), 了 一 一 1 一 1 一 
euAt + of At}, j= i]s = cenm K 
oA), li jl 22 


„g7 D 


于 是 当 c 委 民 时 ,fr 之 0 为 状态 空间 下 一 10,1,2, 2 TK) 上 
的 生 灭 过 程 ,其 状态 转移 强度 图 如 图 3. 3 所 示 ， 


GT 


图 3.3 


参数 为 
ima, OIK iz, Oie 


lOn—i+K)A, K<i<m+K' wa chim HK (2) 


A= 


定理 1 令 prolimP(NG@)=j},j=9,1,°" sn tK Mi p,.0< 3 


i i r 
FT Ppos laj<tiec 
mi ， Lje 
bi = Vay Po CRICK (3) 
+ 『 - 
eT TEETAN PPa KSJSmMEK 
A 
i ts 一 一 
HH. p= 
r~] K 
_ fy 1 m 
po=| 7 E cp Os ar P 
m* +m) 下 十 向 a T 
Hog py, com — it KD} 


WERA 由 生 灭 过 程 的 极限 定理 鼻 证 ， 


2) 当 维修 工人 数 大 于 备用 机 器 台数 , 即 c> 关 时 ,有 


. BR >» 


mAAt 十 o( Ar), J= + ly =G6,),°°,K —] 
(m — i +t KAA + o(At),f=i +1, 
i= Kp, K +m—1 


pi (Ae) = 
fot + oC As), j=i— l i= lye - 1 
cHAt + of At), Poi-—l.=cy,-,K | m 
of Ar), j= jl 2 
(4) 


TERING 222-0) 192 E= (0.1.2, m+ K} ERO IER, E 
状态 转移 强度 图 如 图 3, 4 所 示 . 


A tm—1)A Gm-—ct+1)A 


OROFO MOISES 


图 34 
参数 为 
o [mà i =0, 1 天 一 ] ri =l, ece] 
(m=i HKA =K, emt K Nl gi CHoi=c mater 


(5) 


定理 2 4 p,=limP{N(@) =j},.j7=0,1 2a K +m, Wip, 0 
<jRmt+K) FE. H. 


j 
TP bo» j=0,1; s, K= 1 
mami , 
f, = im = pe KE ee j= Rye — 1 (6) 


K 
yi + pmt , 
= ge F X 


clGn — 34+ Ke <P Por J 
其 中 ， 


* RO + 


m* «om 


_ A 加 IN m < : i 
p= SLD Fe? + O ea TPE RTP 


E ml mik 


1 7 
cl 之 "Cnt — f+ KD! T 


时 


二 


WERA 由 生 灭 过 程 的 极限 年 理 易 证 . 


注意 ,在 CK 的 情况 下 , 若 。 固定 ,当天 充分 大 时 ,可 近似 地 看 
成 无 限 总 体 的 系统 ,具有 到 达 率 为 mX, 这 时 可 用 M/M/c/oo 玉 系统 
的 有 关 结 果 作 近 似 计算 反 币 简单 , 因为 当天 -= 时 ,车 -<1, 则 可 
化 为 MA/eyeo 系 统 的 有 关 结 果 ; YOK 时 , 若 玉 一 0( 即 无 备用 机 
#2), UAE M/M/c/m/m BRIA KAR. 


hl ” 某 航 空 会 司 要 保证 正常 的 运营 ,应 保证 同时 有 12 台 发 动机 
处 于 良好 状态 的 概率 不 低 于 0. 995, 设 每 各 发 动机 正 肖 运转 时 间 服 
从 负 指 数 分 布 ,平均 连续 运转 时 间 为 3 个 月 ,有 两 个 维修 工 负责 其 修 
理工 作 , 修理 时 间 亦 服从 负 指 数 分 布 , 平 均 修复 时 间 为 5 天 ,向 在 满 
足 要 求 的 前 提 下 ,应 该 备用 多 少 台 发 动机 ? 

Mo WERA m= 12 台 ,c 一 2 HHS a/b 台 /月 ,要 
保证 使 得 同时 有 12 台 发 动机 处 于 良好 状态 的 概 浆 不 低 于 0. 995, 
等 价 于 故障 的 发 动机 数 不 超 过 备用 发 动机 数 的 袜 率 不 懈 于 0. 995， 
TE 

1) 当 备用 机 器 K=O, 有 

pe 0. 9474 << 0. 995 


2) 当 备用 机器 数 一 3(>c) 时 ,有 
Sp, = 0. 99568 > 0. 995 


=o 


所 以 ， 应 取 备用 发 动机 台数 K=3. 


+ OO 


3 4 二 阶段 循环 排队 系统 


1. 问题 的 叙述 


循环 排队 系统 在 生产 与 运输 方面 有 着 广泛 的 应 用 ,例如 运输 车 
辆 在 仓库 与 生产 广 之 问 运 输 货物 ,轮番 作业 的 机 械 等 都 属于 这 种 情 
Re 在 本 市 中 我 们 研究 一 种 较为 简单 的 二 阶段 循环 排队 系统 . 假定 有 
n 部 卡车 担任 运输 任务 ,在 生产 三 与 仓库 4 或 车站 ,码头 等 ?之 间 来 回 
运输 , 把 生产 三 叫做 【 号 服务 台 , 仓 库 时 做 工 号 服务 台 , 把 从 工 导 到 
i! 导 台 之 间 的 路 途 时 间 及 在 1 号 台 的 实际 服务 时 间 之 和 看 作 于 到 
台 的 服务 时 间 “ 把 从 工 号 台 到 工 号 人 台 之 间 的 路 途 时 间 及 在 工 号 台 的 
实际 服务 时 间 之 和 看 作 ”[ 号 台 的 服务 时 间 ” 设 这 样 两 个 服务 全 的 
服务 时 间 分 别 服从 参数 oe 的 负 指 数 分 布 ,工作 相互 独立 . 4 部 卡 
车 在 1 CSG Zeta SE | 号 台 的 车 辆 (包括 正在 接受 服 
务 的 ?为 上 辆 , 则 在 工 号 台 的 车 辆 为 = 一: 辆 ,于 是 可 用 (i,n 一 门 表示 
系统 所 处 的 状态 . 由 于 两 阶段 的 循环 排队 系统 的 状态 完全 由 1 号 台 
的 状态 决定 ,因此 ,下 看 我 们 仅 研 究 1 号 台 的 情况 . 


名 
CAQ TAQ 
图 3.5 二 阶段 循环 排队 模型 


2. 1 号 台 的 队长 
He NG 表示 时 刻 上 在 工 号 台 的 车 辆 数 , 包 括 正在 接受 服务 的 
车 辆 , 令 
paler = PING + At = ilyo? 
则 
+ O] «+ 


1) p, (Ae) 
“Pity 1 号 合 服务 完 1 个 ,号 台 一 个 也 没有 服务 完 ) 


+ PIAR 1 SEMA RAL BSBA BR 1} 
k=} 


= Fo), j=i~ 1i= 2,n—1 《] 》 


Pani Ât) =P At 内 [ EERST ji ASS 
+ PIA 内 | Somer RH, 


Hex 
1 PERAE — 1} 
== 2, At + o(At) (2) 


2) p,,CAt) 
一 PiAt 内 旺 全 服务 完 1 个 , 1 号 台 一 个 也 没有 服务 完 ] 


十 PIA 内 1 号 台 服 务 完 个 ,| ERSE) 


= Hd + a(t), jj 二 ?7 十 1 一 1,2y"**sn 一 1 (3) 


fy (At) =P {At ph E SG ARH 1 沾 } 
十 OPARI SEREEN, 
1 号 台 上 服务 完 上 一 1} 


3)PAL) = oC), [i — 7] 2 (5) 
TENG 2220) RAS I] E=(0.1,2..0) KARR, RR 


态 转移 强度 图 如 图 3. 6 所 示 . 


Hy Me Fez 
GROOM USCIS 
Fy Fi #3 By | 
Fi 3. G 
"926 


参数 为 4 一 pe 和 一 用 ,1 一 ]， A 


定理 1 令 p=limP{NG)= 刘 ,j=0,1,2,… sn JME POS F< 
1 存在 ， 而 且 


— { #2)’ Sm 1D oan 
P; —™ | H Por i 1.2; gift (6) 
H a+i f 、 
其 中 ,po 一 | a Vol £) | 特别 地 , 当 加 一 二 时 ,有 
I - a 
P; == n+] J=0,1.2, of C7) 


证 朋 由 生 灭 过 程 的 极限 定理 易 证 . 


根据 式 (6) 与 式 (7) ,很 容易 求 得 如 下 指标 : 
在 1 号 台 的 平均 队长 为 


pE = fh 
N = Ea (n+ D| £ 7 (8) 
7s a 一 Tay ~ | a ， 各 天 向 
eH; A 
在 1 号 台 的 平均 等 待 队 长 为 
SG FD i ms Fe 
“Mii ahe” o 
a 一 oye 站 ky 
Ay A 


3. 车 辆 在 1 号 台 的 等 待 时 间 


设 车 辆 按 先 到 先 服务 的 规则 进行 服务 , 且 令 pp 表示 到 达 B 
+ OF « 


AWA AR 1 “8 已 有 j 辆 车 的 平稳 概率 , 则 
Pp 二 {ll BBE JH fra) 
PUL 着 台 已 有 i 辆 }， PREHRA liset) 


PUR AY 
__b, 
pp, j3=0,1,2, Ei l (10> 
FEERIPE SF EME SESSA ABR 下 ,为 
Pos t= Q 
WG) = OE] C11) 
, t+ Spr LAD em, t>0 
了 一 i= 少 ` 
半 均 等 待 时 间 为 
W, = Sew, lamest ° PF 
p= 0 
HL 
—_ Ss) 4 一 
之 i P; 
n—] 
2 tt Hl = foe 
=4 He n an (12) 
# 二 Ta n AFA 
t i PAR! T [人生 | 


注意 ,由 于 系统 队长 等 于 在 1 号 台 的 队长 加 上 在 1 号 台 的 队长 ， 
所 以 当 在 ! 号 台 的 队长 为 i 时 ,在 号 台 的 队长 必 为 x 一 i, 于 十 可 以 
类 似 讨 论 车 辆 在 I 号 台 的 有 关 情 况 , 也 可 以 根据 在 1 号 台 的 有 关 结 
果 类 推 得 到 在 号 台 的 相应 结 玉 ， 


+ Od + 


第 四 章 Mm Ss M/G/1/co 
排队 系统 


前 面 内 容 着 重 讨论 了 按 Poisson 流 到 达 与 负 指 数 服 务 时 间 的 简 
单 排队 系统 , 它 的 主要 特点 是 在 尾 何 时 刻 系统 都 具有 较 好 的 马尔 柯 
夫 性 质 , 能 比较 容易 地 得 到 队长 分 布 的 平稳 解 ,因此 这 部 分 内 容 相 对 
讲 可 以 看 作 是 初等 的 . 对 于 一 般 服务 或 一 般 到 达 的 排队 系统 ,并 不 是 
在 任何 时 刻 系统 都 具有 马尔 柯 夫 性 质 , 只 是 在 某 些 特殊 的 随机 时 刻 
系统 才 具 有 这 种 性 质 ,我 们 称 这 种 随机 时 刻 点 为 再 生 点 , 即 从 这 个 时 
刻 起 ,系统 好 像 又 重新 开始 一 样 . 利用 再 生 点 ,一 般 服 务 或 一 般 到 这 
的 排队 系统 可 化 成 马尔 柯 夫 链 ,用 马尔 柯 夫 链 的 方法 来 解决 ,这 种 方 
法 叫做 由 入 马尔 柯 夫 链 法 . 本 章 中 先 讨论 一 般 服 务 的 M/CG/1/co 排 
队 系 统 ,而 且 介 绍 一 种 直接 讨论 队长 分 布 的 思想 和 方法 . 


$1 RA BOR KR 


1. fo] RASA 


所 谓 M/G/17ee 排 队 系 统 是 指 顾客 按 参 数 AC 0) HF Poisson Fit 
到 达 ; 即 相 邻 到 达 的 间 涌 时 间 序 列 {r,i 空 1} ah az E g ti geata 
AO} 二 1 一 e+,t 守 0 ; 蜂 客 所 适 的 服务 时 间 序 列 i ;i 之 11 独 立 、 同 
一 般 分 布 GUL) ,20, 记 平均 服务 时 间 为 0 之 1/# = | GO). RB 
ff SIRS GRE RAK. 顾客 到 达 时 . 车 服务 台 空闲 就 立 
即 接受 服务 ,否则 就 排队 等 待 ,并 按 先 到 上 先 服务 的 顺序 接受 服务 ,最 
务 完毕 后 就 离开 系统 ,而 及 仍 息 定 到 这 与 服务 是 后 此 独立 的 : 

2. KABA 


假定 NORA Re 系统 中 的 顾客 数 ( 队 长 ), 对 于 M/G/1/% 
. 95 « 


排队 系统 ;由 于 服务 时 间 是 一 般 分 布 ,对 任 选 的 一 个 时 刻下 在 楼 
受 服务 的 顾客 可 能 还 没有 服务 完 . 从 时 刻 t 起 的 剩余 服务 时 间 分 布 
不 再 具有 无 记忆 性 质 , 于 是 队长 过 程 {N4a tO) ARRA BRR 
ER 但 是 ,车 令 NY 表示 第 ”个 顾客 服务 完毕 离开 时 留 在 系统 中 的 
顾客 数 , 即 留 下 的 队长 ,六 1, 则 下 面 定理 表明 {Nyz one SRT 
夫 链 ,被 称 为 队长 过 程 {NVG) toe 0} RRA H RAR E. 


定理 1 {Nsn 之 1} 为 一 不 可 约 、 非 周期 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 ,其 
一 步 转移 概率 为 
Pall) =PINh, = Ry Nt 


r LP erage) ' i= 0 

yer (1) 
cn) AN I en Si 1,3 

| re dG), ki ls] 

0, $1 i— l, 21 


证 明 io ERER n 个 顾客 的 服务 时 间 xX 内 到 达 的 顾客 数 ， 
则 容易 看 出 fv.,n 空 1} 相 互 独立 同 分 布 


cna Ant 
a= Ply =k} =| go 


ü 


e“dGt), &20 (2) 
mHE 


woe] C3) 


Ne = (NF T E 4 NT > 9 
ati ~~ 


Unto NT = 

oF tu, me LAREN AR PLAS vol A 
Nt—lte, FNi > 0 
| 3 NI = 0 

从 式 (4) 看 到 , 当 已 知 N+ 时 ,NN 村 只 与 到 达 过 程 有 关 , 而 沪 
Ni + NE FELLIN once} ft BRR: 其 状态 空间 
E={0,1,2.'}. 

又 一 步 转移 概率 为 

fall?) =P{NA = k| wt) 


Niu = wie 1 (4) 


+ JG». 


一 | - i}, Wil 


Plu = k}, W= i (3) 
“rel. AY, 
SOAN ae a 
core Œ; F" dG), jžiíi—] 
0, j<i—] 
(6) 
当 i=0 时 ， 
= $ 
P= 一] Sedo (7) 
0 | 
FLASK) WR. 


A — 2 GAB ARAB RIA Se Ah pa) ,i 二 0,1,2,… ,与 时 
Ji] AEE ACS» TT AE EP PAR A A AY pa ODO RNY n 
让 为 一 不 可 约 \、 非 周期 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 . 至 此 定理 1 证 毕 . 


BRA BARAT BENG ,nn 之 1} 的 一 步 转 移 概率 沌 阵 可 写 出 如 下 ; 
My ü) Az d} ay 
ag ü) ds ay ay 
Ü ay dl @; f; 
O 0 ap ur as 
0 0 0 a a, 


其 中 ， 


= i 
a = | Sad e*dG(t), 大 二 0 12 
Qo ` 


下 痪 我 们 不 加 证 明 地 给 出 马尔 柯 夫 链 状 态 分 类 判别 法 的 下 列 引 
理 ,在 这 引 理 中 ,假定 马尔 柯 夫 链 为 不 可 约 非 周期 的 . 
引 理 19 念 {p0D7 一 0,1:2,…)} 为 一 步 转移 概率 , 若 不 等 
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式 组 
Som (Dy Sy 天 站 
存在 一 个 满足 条 件 
2 
的 非 负 解 ， 则 此 马尔 柯 夫 链 为 正常 


定理 2 敌人 马尔 柯 夫 链 {N+ ,n 之 1) 为 正常 返 的 充分 必要 条 件 


是 P = 4 <1, 
WEAR ”充分 性 . We< EM 
y= 74; Bo j= O,4,2,0" (9) 
iy 


2 pil)y; = a, ;+1 T 5 
j= ù j=i—l 
=- =sy— l iB 


Biyo ZO 满足 引 理 1 的 条 件 ; 因 此 媒人 入 号 尔 柯 夫 链 {N23 nella 
IERE. 

必要 性 . A SR ERIN ,nt 之 1) 为 正常 返 ; 则 由 第 一 章 
$1 HEH? H. 


limP {Ni = j} = pr oo, p= Ol. 2e 
FE FA JRONE PAG WERT 


* 


by = D Pie PD, FR 
S (10) 


Sp} =] 
很 据 一 步 转移 概率 矩阵 ,进一步 有 
p} = pla, + Sat ain GEO (11) 
引信 好 函数 
Pt (2) = Spl el, A(z) = Saye Jef 
l (12) 


f= 


这 样 ,用 RAO DAHA 然后 后 对 了 从 ?到 = 求 和 ， 得 
PY (zx) = py Sta, et 十 5 S pha i 


T 一 1】 


了 一 中 fra 
=p} A(z) + LÈ 3 Y aine" Hl 


tACe) + Lipt (z) — pt JA) 


于 是 
+ _ pel — Ale) 
Oi —2 13) 


由 于 PED AST FRB RE 8 
~ Apt + pf — 2A) 


4 — 
_ pa 
WaT (14) 
x 
Al) = >ja =e (15) 
=ù 
所 以 
be 
l= 5 一 (16) 


« O95 


El p=1--p) <l. 至 此 定理 2 GEM. 


推论 1 对 于 艇 人 马尔 柯 去 链 {N? nl) 
D 当 po= 志 六 1 时 ,此 妈 尔 柯 夫 链 是 零 常 返 或 非常 返 ,m 步 转移 


概率 的 极限 
limpi,(n) = 0, ij = 0,1,2, C17) 
且 不 存在 平稳 分 布 
DY p= <1 时 ,此 马尔 柯 夫 链 是 正常 返 ,” 步 转移 概率 的 极 
BÆT 
limp) = lim P {Nt = j} = py > 0 
进一步 {p+ >O AET BA B AERE 


(18) 


pa = 1 — 8p 
+ t + 上 Ça + r 
Pj = AP — Po aj — Pt dst} jel 
t = 


Li l 


k 
N e A)! un 
其 中 当 k<0 时 ,了 一 oo 一 | Seow FBO 


证 期 ”由 第 一 章 $ 5 中 定理 2 EEE? SAOD AHE. 


推论 2 对 任意 正 整 数 台 ,有 
Spt, ot 
limP{N? < am} = ar P (19) 
Í 0, emt 


证 阴 PINI <m} = DP = 3} 


=>) SYP! (NCO) =f} + p(n) 


其 中 NCO) RGR DARE 10 MERE IBLE. 令 4 一 0, 由 推论 
«100° 


1 得 所 需 绪 论 : 


Hy EA HE Te AER 当 p<1 HRA BRAKE a 步 转移 概 
率 的 极限 总 存在 :为 正 ; 不 依赖 于 初始 状态 ; 即 为 平稳 分 布 ; 当 pl 
时 ,不 论 怎 样 大 的 正 整 数 闫 :第 = 个 顾客 服务 完毕 离开 系统 时 留 在 系 
APAREA Sm 的 概率 总 趋 于 O(n co) UAE RE 
长 ;系统 达 不 到 统计 平衡 . 另外 也 可 证 明 : 若 Pp 一 1; 则 {NT lh a 
BIR o> WIN, rn 宇 1) 为 非常 返 , 两 者 的 区 别 在 于 ; 当 p=] 
时 , 系统 始终 不 空 的 概率 为 0, 当 p>1 时 ,系统 始终 不 空 的 概率 为 正 
(REF XALID. 


推论 3 对 M/G/1/co 排 队 系统 ,车 p= L WERA 


(ot je} RREAN A 
C1 — fd — eA — 2)) 
F = =M Ia = 
PG PCAC — z))— E ， 
Hh gA 一 =)) = [em-oa , 


a 


le} <1 (20) 


$2 队 长 


在 本 章 $1 中 我 们 研究 了 队长 过 程 (N (2 120) RADE 
{N+ lel). 本 来 ;我 们 也 可 以 通过 嵌入 过 程 LN* ,rn 之 1} 的 平稳 分 布 
来 求 得 队长 {R CD ,tf 宇 0} 的 平稳 分 布 ( 见 参 考 文献 [9J 或 [12]), 但 在 
本 节 中 我 们 将 向 读者 介绍 另 一 种 独特 的 妍 究 思 想 和 方法 ,这 种 思想 
是 先 讨 论 系 统 的 忙 期 分 布 , 以 及 在 忙 期 中 队长 的 变化 情况 ， 

对 Mi/G/1/oo 排 队 系 统 , 令 5 表示 从 一 个 顾客 开始 的 系统 忙 期 ， 
且 设 

BO) = PUK, 10; 6s) = | eda8g 


于 是 ,我 们 可 以 先 讨论 系统 的 忙 期 分 布 ,BC4) 与 5(s) 也 可 由 本 章 84 
的 内 容 给 出 . 
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下 面 我 们 在 已 知 £405 ERIE FAFA REIN Gt 
之 中 在 忙 期 中 的 特性 来 研究 队长 分 布 的 朋 态 解 和 稳 态 解 . > 
QO = Plb >r NO S= jh, fel (1) 
表示 在 忙 期 5 PREAMP KE, BAO RAPE. ICP 
刚 开 始 , 即 
QO = 1, QA0) =0, jl (2) 


定理 1 $g (3) = | erna 为 GQ, Ce) FA ie Ee ie A 
Xt As) > Hel A 


wry OG) | 人 
97) = Fs EA) jee 


1 i tats) | a. 
+ ero Bey VO 24 
[esere Tael aco) (3) 


A) a 


i] 


= 


其 中 . AG) = GE) 


peo; Yisom. >> = 0: 


gis +a) = | edGan . 


HERA ik» 表示 在 忙 期 6 中 第 一 个 顾客 的 服务 时 间 X 内 到 达 的 
顾客 数 ,显然 有 
Pfib = i} a- | a 
称 在 服务 时 间 X 内 到 达 的 顾客 为 “第 一 类 顾客 ”, 在 其 后 到 达 的 顾客 
为 “第 二 类 顾客 ”. 由 于 忙 期 长 度 与 系统 中 的 顾客 数 和 服务 顺序 无 关 ， 
所 以 ,我 们 可 以 重新 安排 服务 顺序 如 下 : 
设 在 X 内 到 达 的 “第 一 类 顾客 ”分别 为 4 Are An 在 服务 完 
第 一 个 顾客 后 ,就 服务 A 顾客 并 接着 服务 除 Ar ,43 A 外 所 有 新 
到 的 “第 二 类 顾客 ”, 直到 没有 新 到 的 "第 二 类 顾客 "时 开始 服务 A: 
+ 102° 


e~*“dG(@), 620 C4) 


然后 等 服务 完 A, 后 ， 又 接着 服务 除 Apps A, 外 所 有 新 到 的 “第 
一 类 顾客 ”, 直 到 没有 新 到 的 “第 二 类 顾客 "时 开始 服务 4;, 记 这 自 时 
问 为 2;… 如 此 下 去 ,直到 最 后 开始 服务 A 顾客 及 其 后 新 到 的 所 有 
“第 二 类 顾客 ”, 记 这 段 时 间 为 Lo FE 
bst h tL tet 

HHBH Llon Ly WEI AO else BG), HF A 
vy H4 v=0 Af, L HL + L50. TE 
QW =Pix-} L toe hy te ON Ct) = j) 

=PiX >t 2 0NG) = j} 


oof (Ary 7 
+ > i! en 
Pila toe bt htm ANG x) = jdocr) 


CAT p- 
(7 一 1)! 


=G) 
+ 对 > = et Pi foe tL, t— aNG 2) = fidG (a), 


21 (5) 
根据 服务 顺序 的 安排 ,无 论 时 刻 :一 z 落 入 哪个 区 间 LOSES 
门 内 ,都 有 在 此 时 刻 系统 的 顾客 数 等 于 “第 一 类 顾客 数 ” 加 上 "第 二 类 
AR” HL. 与 忙 期 有 相同 的 概率 特性 ,所 以 
PIL 二 二 >i~ rN ar) = fF} 


= DP, te thy to; 
t= 1 


L, toe + Li t rN Ga — a) eja kz 一 - bY} 


= D0, | (6) 
其 中 ， 当 j<0 AQUOS “#*” 导 家 示 着 积 运 算 . 于 是 
Q Ga) =A,_,@) 


+ xfs (zy ae SO uaa lt 一 - q) x BYP -- rdir) 
k= 1 


. 103° 


jel (7) 
At AC >0, EAR p iE 
q Cs) =| ed, (dt 


+> Stat MO) os «sp |e ~+ L Ga) 


7 一 让 一 1 


=|" eTA, Yd 
4 


jth 


十 yo- ae?) > Gmr KOJI =tu+Ar LOG 
k=] i=k + 
=|" eA dë 
Q 
(8) 


4 US (gs + A—~ a(s)) — g(s + ad} 


qik) _ 
十 BGs) CEE Ab{S}) 


oan [AECT ,,. 
— Sf e tst Al Ae aeo] 
十 … 十 cas +A — Ib) 


bs) 


并 注意 到 本 章 3 4 中 定理 1,4 6G) =gG+A—abs)). 于 是 定理 1 证 
毕 ， 


ent MONT sew) » jel 


Rt 20.4 
Pult) = PING) 一 | wm} 


pèi) = J epi Cede, ij 20 
i 
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定理 2 MASSA 


ps) 


pots) = FA WG) (9) 


Aq; (s)8'Gs) 


Er (10) 


pris) = Satish Gs) + 
t=1 


其 中 , 当 ; 妥 0 时 , >) =0.¢5 Gs) 由 定理 1 给 出 ;bls) 由 本 章 84 中 定 


理 1 确定 . 

证 明 gg 5h 分别 表示 从 初始 状态 N(0) 二 0 出 发 ,系统 的 
第 j 个 闲 期 与 忙 期 长 度 ;; 宇 1. 由 于 到 达 是 参数 4 的 Poisson 流 ,所 以 
zj 服从 参数 4 的 象 指数 分 布 ,而 旦 从 任意 初始 状态 出 发 ,顾客 离开 后 
肯 时 队长 为 n(n 这 0) 的 那些 时 刻 构成 一 个 更 新 过 程 的 更 新 时 刻 ,于 
是 {tj 社 1 与 8;;7 宇 1} 相 互 独 立 , 有明 各 自 为 一 个 独立 过 程 ， 

显然 ,在 时 刻 # 系统 的 队长 等 于 零 的 充 要 条 件 是 时 刻 上 处 于 系 
统 的 闲 期 ,所 以 


posit) = PP! a pare VG +b +t} 


=] i=l 35i 


= sf [1 — F(t — 2) Jd LRP x B82) ] 
k="? 


C11) 


bat) = | pad 一 xz)dPfim Sx}, il (12) 


其 中 5" 家 示 有 i 个 顾客 开始 的 忙 期 长 度 . 由 于 到 达 是 Poisson 流 , 所 
以 类 似 前 面 服务 顺序 的 安排 ,5 ”可 表示 为 


p = b, + by + "sr + Bis i= 1 (13) 
Mi H by bey tee by 相互 独立 ,有 相同 分 布 BCE), BEA 
PIB & t) = BOC), ca l.t eo (14) 


然后 取 拉 普 拉 斯 变换 ,经 过 整理 妈 得 式 (9). 
同 理 , 当 jel. A 
Pal) = P(A e 处 于 忙 期 DY = Flyoerts P20 (15) 
" [05 * 


Te: 41-0 时 ， 


ui m—] m 
Pu = UPU a EED Ha SES IG GNO = j 


m=] 4=1 


= dif Oy >t aNG r) = jd[F™ x BOO Cry] 


3 


一 


= Xf QG ~ DALEM « Bo Dery], jal 


(16) 
4 il p, 
Py = PP DES ONG) = j} + | pole — dB. Ca) 
a7) 
ZB ORE A 
PAE >t 20 NG) = j} = >) Qe) x BPG) (18) 
k=] 
于 是 


pult) = S Qg (2) # BYDE} + | pu 一 dB Cr) 
t=1 a 


C19) 


然后 取 拉 普 拉 斯 变换 ,经 过 整理 即 得 式 (10), 至 此 定理 2 证 毕 . 


14 p= 231 fs p= 0, 70,1,2.°" 


2) p= AI ts (pr JSO FETE» LADNER SAT ta 
如 下 递 推 式 : 


=i Pp (20) 


(ary! 


G— Di e—*di 


] on 
p= ha- of Tw 
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十 Sp | 1 Sa] ， joel (21> 


其 中 当 jxo 时 ,有 =o 


a, = |e MY age), i = Or 


证 明 由 全 概率 公式 和 控制 收敛 定理 ,得 
P; Slim X) 2,60 + P{N(O) =i} 


ies; 


Po 


=— 2 7! NO) = i} :limpy(t), 7 20 (22) 
1 < 
limp, (2) =lim| dp,(z) 十 p,,(0) 
=lim lim fe “dp, (x) + pCO) 
ee 
= lim [Penmdp, (2) 十 pCO) 
,0 
= lim spi (9) (23) 
aot 
所 以 
limp ott) = 一 lim Se i= 0 (24) 
imao = lim FB 
= lim Ag} GD] tim ey 


$220,721 (25) 
使 用 洛 必 塔 法 则 , 并 注意 到 (本 章 、 4) 
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lim &(s) = 


mo 


lim sh Cs) _ P ~ p, pro] 
ot STA ADS) 0, p>] 


出 本 节 定 理 1 Hl, lim Ag, OFE AY p=] 时 q; C0) 为 -- 个 有 
RE oll 时 ,有 递 推 式 :; 


0 = 1 [Guy Oe 
qj (0) = z, C0) Cr dt 


(26) 


tol i 
+ Fp 29 OL — Jal FB (27) 
于 是 
p, = limp,;@), J= Ol 2 
存在 ,与 初始 条 件 无 关 , 而 且 当 p<<1 时, 递 推 式 (21) 成 立 ， 


— — l 加 = -x -y = CANT! 
=0 -p+ [20 D| Gwe 之 Gop 
Sa Of > 
+ D Deda Do) 
j -2 k=] 一 FeO 


二 《1 一 2) 十 = (2d 一 六 | Gada 
J 
oa fea] f} 
tE Spa- Dal) 
t=] 了 一 上 十 r= 


=(1—p) + = {eG —py +e») Ya, 


k=1fF- #1 
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=x} 『 一】 


一 (1 一 e) 十 Hea 一 p) 十 p>) > | 


r=? k=] 


=a = O+ Hea -e +00 Da 
r= 


二 (] 一 pð} + Alea 一 p) + pò ia; — PCL a a) | 
J f=2 


=(1— p)+ Hea — p) + pl(p— a) — p — a — a)) 


=] 
即 { j0 FQ UR AES} AW. 至 此 定理 3 IEA. 


推论 1 SP) = Dio’ WHI, 
=Ñ 


D Piey P+ (gy = ATU TAAU — 2)) 


gG — 2))— rz 


jz} 1 
v ABEX] 
DN =P + 3G —p) 
w WELZ] 
Ny = 2(1 — p) 


推论 2 在 /CC717ce 排 队 系 统 中 , 当 p2< 时， 
pi=pbr FS OZ ee 


$3 等待 时 间 与 逗留 时 间 


(28) 


(29) 


(30) 


EER Fe Je RIG Bl) CR BY A ET RH A FF OW, CS 
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W (分 别 表示 统计 平衡 下 顾客 芍 等 入 时间 分 布 和 逗留 时 间 分 布 , 且 
它们 的 拉 营 拉 斯 一 司 梯 阶 变换 为 


wl) = | enam (9 wo = [endive 


定理 1 对 /GCG/1/ 吕 排队 系统 . TE <1 下 ,有 


CT pigs) 
D ws) = IF Lea Wi— ets)’ Fs) > 0 (1) 
_ st] — #) 


EPROR IMIR ERRAR: O = | edeo, 
证 明 “显然 ,在 统计 平衡 下 ,顾客 服务 完毕 离开 系统 时 留 在 条 统 
中 的 顾客 数 应 等 于 在 该 顾客 的 逗留 时 间 内 到 达 的 顾客 数 , 即 
pi 一 {在 该 顾客 的 训 留 时 间 内 到 达 j 个} 


=|" LO eadw), j= 0,1,2，… (3) 
于 是 
Pt (2) =D, — a> Ae) 
= [Perma = w(A(1 — 2)) 
Hil 


(1 — ed zgA] — 2d) _ 
-Maa Te) Te T7; = wat] z)) 


IREA 5 = ACL 一 z) BGR). 
又 逗留 时 间 W gT W, 加 上 服务 时 间 站 项 Wew, 
XBW, Bx MARI BEA 
ws) = ws) * gGs) 


C4) 


即 式 (2) 成 立 , 证 毕 , 
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推论 1 SCO = al [1 一 GCz)Jdz ARRE RE GO 
BAF BSP A M SEIFE E Sa BW) A 
W(t} = Sa — MPG a), 120 (5) 
HHE G GDA GOHI x EBB nS Gr) = 1 E20, 
证 明 4 acs) = | ede), sh gs) = APE ao 
> 0, fE 
ws) = (1 一 PL -- pets) ] (6) 
显然 , 当 p<1 HRR ogo <1 PRI we, (RIA 
wbs) = > (1 — Arle] (7) 


利 骨 控制 收 化 定理 ， BURL 拉 斯 一 司 梯 阶 的 反 演 变换 即 得 亏 
Co). 


推论 2 对 M/G/1/oo HEB RE TE C1 下 ;有 有 


7 AEX] gy AEC ZL. | 
n EL J) wo £4 ek (8 
W, 2€1— 2) W H 2(1 — p) ) 


推论 3 M/GC/1/cOREBAR SR, HE oc] F. Little 公式 成 立 ， 


下 面 看 一 些 特殊 排 队 系统 , 
DÆ M/M/1/oo HER RSP, BP GU) =1—-e “20, UA 
章 § 2 牛 定 理 3. FUSE iE. 4 e<l 时 ,有 
P= A-Pe, 7 = 051,20" (9) 


2 在 M/D/1/ 吕 排队 系统 中 , 即 服务 时 间 分 布 为 定 长 记 的 定 长 


lll» 


i 
H 
l, te 
fas 
则 当 e<1 时 :有 
| Po = l— gp 


È 
p, = (1 一 四 [ee 一 S l+ PA kfe” 一 >， £], (10) 
t= Ñ 


J= |l 
而 且 
wi ProM g i 
N = 21—p)* 1 2(1— Ø) ‘11) 
WY 2 一 户 — — 
W = 2u(1 — p) 7 Bal — p) (12) 
DÆ M/A,/1/00 FF BA BED. BPR & ot I) 4 A OG) 
Shae! 为 超 指 数 分 布 , 则 当 。 一 Shae, 之 1 时 ,有 
f=] =] 
paS le 
_ 一 | 加 “ O R i 
p= [2 TE] a PEET (13) 
a pn 
+ Da [Xs rfa Jp 7>? 
A 
FoR a 0, H Sla, =|]; # > 0, He, = yf Ly2ytt ar itt A 
i ] f 
Sta? a, 07 
ZF o fm ] KT fal 
N=et+ Io’ N, = E (14) 
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p 1 2 et o zapi 
= ë — ~= -rrm s = i= a 
H + AC] 一 p) , W AC] 一 py) (15) 


4) fe M/E 1/2 FE BA R Sef, LUNAR A H Hi BH 如 的 


t—] | 
PEARED AT GOD <1 eM Dy SED. Ma p= 人 <, 有 
Po=1i-e 


_ ib jd 2 
p=" D H | boar 
pi _ DETE He l 
+ Borda +3 ; reel | 
jel 
(16) 


~ 二 1 . _. 
其 中 5 三 [Tl eG +S) PI MAAR. IH 
Å i 
Nap» EEDE y o ELDE 


BEL — py? T ORO py (17) 
W = ot o De | „W= - pp (È 一 lip 
n— À kell ~~ py? el — p)  2keG — py 

(18) 


值得 一 提 的 是 ,对 到 /El17eo 排 队 系 统 , 参 考 文献 [124 是 采用 
相位 分 析 法 进行 讨论 的 , 它 的 基本 原理 是 把 服务 分 成 二 个 独立 的 阶 
段 ( 位 相 ) ,每 个 阶段 的 服务 时 间 均 为 参数 ke 的 负 指 数 分 布 ,顾客 必 
须 连 续 地 接受 这 点 个 独立 阶段 的 服务 ,直到 最 后 一 个 阶段 的 服务 完 
毕 才 算 服 务 终止 ,然后 利用 负 指 煞 分 布 的 无 记忆 性 质 . 对 于 到 达 间 中 
时 间 为 志 阶 爱 尔 关 分 布 的 后 AAA17ee 排 队 系 统 , 也 可 采用 位 相 分析 
法 . 另外 ,M/EW1/o2 系 统 与 如 下 的 成 批 到 达 系 统 MAAM717 是 等 价 
的 :批量 为 图 定数 ,相继 批 到 达 的 间隔 时 间 独 立 , 骤 从 相同 参数 4 

* 113° 


(>0) 的 负 指数 分 布 , 单 个 服务 员 , 单 个 服务 ,每 个 明 客 所 需 的 服务 时 
则 相互 独立 ,服从 参数 为 kx 的 灸 指数 分 布 ; 每 批 服务 完 的 总 时 间 为 
参数 ke Bk RRRA. 如果 把 喜 个 到 达 看 成 是 一 个 到 达 , 由 到 
达 为 参数 4 的 Poisson 流 ,而 服务 时 间 忆 个 服务 时 间 之 和 ) 为 参数 
kx 的 夫 阶 爱 尔 朗 分 布 , 于 是 可 用 类 似 方 法 研究 MU /M/ 1/0 BE 
所 得 平衡 结果 与 M/E 1/00 Fe St Fe — BRAS. 同样 Ee /M/1/0° RRS 
成 批 服务 的 M/AMWIA1/os 系 统 也 是 等 价 的 . 


834 È H 


在 本 节 讨 论 之 前 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 ,其 证 明 可 见 参考 文献 
[9] 的 第 69 页 或 见 参考 文献 [69 的 第 653 页 . 


引 理 1 4 
LACs) 20, |u] 之 1; 或 
2)F{s)>0, |u| 1; 
DRG), Jel S1., H p=4>] ' 


WU FE zug (s tA —2)) EPR Bl l<e|<] ARE E rsu) H. 
ris D E ARN 


oo 


. Il, f= 
risu) = 之 全 人 |. eTit dG Ca) (1) 
而 且 
1, = ] 
lim r(€O,2) = | P (2) 
ua] ft} << l, p> 1 
1; pel 
li i= | (3) 
am rs wot, pr} 


其 中 ,GT (7x) 为 服务 时 间 分 布 G(x) 的 7 BBR Siig AG) 
的 拉 普 拉 斯 一 司 梯 阶 变换 ;ea 为 方程 z 二 g C4201 一 x)) 在 (0,1) 内 的 最 
小 非 负 实 根 . 
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当 某 顾客 到 达 空 闲 的 服务 台 时 , 忙 期 就 开始 ,直到 服务 台 又 一 次 
得 空 时 忙 期 才 结束 . 令 5 表示 从 一 个 顾客 开始 的 忙 期 长 度 , 且 令 


BQ) =P{b<t}, bG} = [ease 
i 


定理 1 Xf MGARR RSH AGO. bo Ae 


z= gels +AQ — 2)) (4) 
fElz1<1 AR HE— RR. A BCD BF ean 
BRD = > 人 aed ey SSA dG cr) (5) 


pl. il) Bees, sind BC hed ER p> 1. Ml) EC) 

=o], KR BO) BRR HR, ACR KREALA eS 

Flw. 

WEAR ”类 做 本 章 $ 2 hE AEE Ib Ra 

=¥+-L, fo +L, (6) 

Kb LiLo L AB. 5 b HAH BO. 并 独立 于 XX 与 

v, Su ORL tht +L 0; lie ARE X 内 到 达 的 顾客 数 ， 

于 是 


BO =| PRH Ly t + L Stee dG) 
=| SIP tp = flyer! 
oj 一 
Pil, + ee + Ly =f — Tr t dG CT) 
=f S Bod — dG) (7) 
a, = a 


FH BY Cal BC y GEES ,日 B(x) =1,2220. RAS 
拉 斯 一 司 梯 阶 变 换 , 得 


co E , Ary 
bls) =f phe cs} Ve- th AG (a) 
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= [etm dG (wy 
ü 


=g(s + AGL — dfs))) (8) 
ete. 2b EAB eg (stad —z)). (AY AG) > 0 时 ， 
1ats) (<1, SHE 1 知 ,在 |z|<<1 AR eH eGtad—2) AE 
和 解 <=5(s), AA RRA 


bis) = > | @— (ta LAG) (9) 
jaye 1 
反 演 可 得 
Bo) = > | eo ae LT AG? (a >, Ld (10) 
j=l 
Me 
lim#Ce) = lim $s) = lim rfs,1) (11) 
ioe Te 二 eo? 
所 以 
， <1 
limB(t) = | P (12) 
ied w€ l, p > | 
至 此 定理 1 证 毕 . 


例 Æ M/M/1/ooFEBAR BER. GG)=1—e°*, RK gO = 
yrn ENHE z=g ls +å —z: DA 


Azt — (s+At+ yoe Hti (13) 
因而 253) 为 此 方程 在 |z|<1 内 的 惟一 解 


— A 二 A 二 dA 
bis) = GAAP WINS tate a Ue (143 
而 各 根据 前 面 8G) 的 表达 式 , 此 时 有 
= E Ory 1 ae eC peri! 
Be) =D ax 7 e arenas by ied 
awe pA YT! 
=f'e aro N aG- D (15) 


j=l 
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其 密度 函数 为 


Bi) = Jf = 5 lesarar (2 AT (16) 
(lyja 


Ho LO) = Ù garp 为 一 阶 修正 贝 赛 尔 函数 . 此 结果 与 前 
第 二 章 § 1 用 微分 方程 法 解 出 的 结果 到 
上 面 我 们 导出 了 忙 期 长 度 的 分 布 ,但 我 们 进一步 要 间 : 在 一 个 全 
期 中 究竟 服务 了 多 少 顾客 呢 ? 下 面 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 . 令 
DD 一 Pt6 才 4， 且 在 忙 期 5 中 服务 7 个 顾客 }，j 之 1 


定理 2 $d) = sapiG) ,> 1A) > 0, |u| <1, 


则 
dd, (su! = rís, u) <17) 
i771 
EP rs OPE 
z = ugis + AC] — £l) (18) 
在 单位 圆 |zi<<]1 内 的 惟一 解 . 由 此 
d;(s) = [e -eta GE gen py (19) 
0 ii 
反 演 ,得 
D) = f'e -a AVT UGO (a), j>] (20) 
ù J! 
WEAR 显然 ,有 
DAD = PIX h to + LSet +e =F- 1} 
(21) 


HP Apop FRIE Ly Las Ly 中 服务 完 的 顾客 数 , 有 
Ps s De fel sat, BH u= Lite + L.=0,94+++4=0. 
FH. 4 j>1N, 
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pe) =| Ph+ h+ e+ be St, 


a+- +g=j—] |e-2 }AG Cx) 


r tcl r 
=Í ye fay 
= 1 i. 中 十 十 机 二 一 
| 
Pili, 十 十 工 . st — Ly = Myer G =n AGE) 


t 


=Y > fe Àr L p, E D, tt — x)dG(r) 
(22) 


DQ) = | esdGts) (23) 
Q 


取 拉 普 拉 斯 一 司 梯 阶 变换 ,得 | 
d Gs) = 5 2 qd (yeda (| eer LEL aUa) ， 


fel m Heta jel 


myn l 
j=l (24) 
d,s) = gis 十 A} 
(25) 
于 是 | 
xt oa 上 一 
Sdu =ugls + A + Se > 
pal fed fs iniret 
pea l 


dn Oda Ge LO AG) 
' ü H 


Lae on Ar f , 
=ug(s 十 A} + DHA eT rar LLAC) 


r= 1 
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。 » wen? > d, (s)erd, (5) 


=ug(s +A) + wd) [Tenors a” | Spd, (s)ut | actr) 
fel . 1 三 | 

=~ugls + AC] 一 Pac) |, Je] <1 (26) 
i 1 


此 式 表明 Dd Ow 满足 方程 (18). YY BCs So, Jul <i 
j= 


| Saou] <1, AAIR JERUNE] <1 内 有 惟一 解 


i= 
rissa) Abby RS) > 05 lu] <> tse (sy) = Laow. 但 此 式 


两 端 在 AOS, lell sata if. 由 解析 开拓 知 式 C17) 成 立 . 将 式 
(17) 与 引 理 1 的 式 (1) 比较 wi 的 系数 即 得 式 (19) , 反 演 即 得 式 (20). 
至 城 定理 2 证 毕 . 


推论 1 EREE ea RARAN 
BO) = HDD = Sle 一 ADT dP Cr) en 
此 与 定理 1 的 结果 一 致 ， 


推论 2 忙 期 中 服务 ;个 顾客 的 概率 为 


ea I—1 
D,(oo) = | en AN AG? (x) (28) 
0 J! 
fee il, G) 二 1 一 e-* 时 ;有 
(021A ~ 
D;C) = GIDa F pe? FFI (29) 


EES Mt M/G/1/OHFD RA: ICH 6 的 平均 长 度 
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Elé| = - o> | (30) 
而 忙 期 5 FABRA SEA OL BH 
、 o Jane eo 
ECN,] = ‘oo, ol (31) 
证 明 
E(b)=E£Tx + L, +e +L] 
= 地 + > Ply j} BTL, ++ L] 
=+ + SPs j) « JETE] 
=+ + PELE] 
于 是 得 所 求证 的 式 (30). 
又 
ELN] =| ELN, |e dB 
=|" pzdc) = PC 
故 由 式 (30) 即 得 式 (31). 


$5 输出 过 程 


AT! 表示 第 = 个 顾客 服务 完毕 的 离 去 时 刻 , 则 Thi Ti 表示 
TEORA nl 显然 ,在 统计 平衡 下 ,有 
(1 — pF GO t PGE), Pl 
G@), pl 
(1) 
而 且 对 MG/lyeo 排 队 系统 ,参考 文献 [69] 指 出 ,相继 离 去 的 间 遇 村 
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limP (T+, — T+ <t} = | 


间 一 般 是 不 独立 的 ,即使 在 统计 平衡 下 也 如 此 ， 


PRR OO. JARABE HY OA RR AER 
开 问 题 , 对 t 之 0, 设 


A.) = Plt gle 系统 处 于 忙 期 [voi ¢ 20 


Bi $a (3) 一 | eA dni 20,26) > 0, W 


,1 on 
而 且 
- ps pol 
limA,(4) = | " ar G) = (3) 
rm wot TS 2R 


证 明 47.6; 分别 表 示 系统 从 初始 状态 NCO) =0 出 发 时 的 第 
; 个 闲 期 与 忙 期 长 度 , 则 { aah Be JST MTSE 
程 ,于 是 
A = PL SG +4) + DG, + 5)) | 


k=] i=! 了 mm] 


一 > | [1 — BQ — xy Jd fF x BY (2) 
ü 


km 1 


Mt 1, Bay Ag 
Ag = 1 — BO) + [ac 一 edb“ (r) 
对 上 式 取 拉 普 拉 斯 变换 ,并 注意 到 下) = 1 e , 即 得 式 (2). 
因为 
limA (6) 一 im| dA) + AO) 


fon 


一 lim lim f edACz) + A,(0) 
ia) 


ioe rt 
一 lim | e-*dA,(x) + A,(0) 
自 


= lim sa; s) (4) 


sot 
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使 用 洛 必 塔 法 则 ,并 结合 

: = 
lim &{s) = l ?el 
st wo}, p> 


BU 可 完成 引 理 1 的 证 明 . 


我 们 用 对. 表示 系统 从 初始 状态 NCO) 一: WH ECO TAR 
务 完 的 平均 顾客 数 . 


定理 1 令 mmGD) = | odM) AG) > 005i 


DT Di G 
和 人】 = Ts) (1 eI — ats) io (5) 
而 且 
A, < | 
im O = tim sm,(s) = | P (6) 
oo t rnt fas Pal 


fib gG) = [Peace DORÉ 8 4 中 定理 1 确定. 
证 骨 D) 令 
H(i) = E O4] 中 离 去 的 顾客 数 ;0 St <b} 


LQ) = E Ob] 中 离 去 的 顾客 数 ; 沿 二 由 
则 


HO + LO = MO 一 | Ma dB, t20 (7) 


其 中 MD 表示 以 GO 为 分 布 函数 的 更 新 过 程 (1) AIEE 
数 , 由 第 一 章 $ 4 知识 ,得 


M(t) = >) GY 


Aa] 


H. 
gs) 
1— gts)’ 
事实 上 ,在 忙 期 5 中 ;由 于 服务 时 间 形 成 一 个 更 新 过 程 aon 之 
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m(s) = [eramo = R(s) > 0 (8) 
ü 


1} ,和 中 花期 上 的 结 东 时 刻 恰 是 一 个 更 新 结束 ,于 是 用 代 期 已 对 Ma) 
进行 全 概率 分 解 ,有 
MOA) =E O] (ton 之 1) 的 更 新 次 数 ) 
=E Ot] OL 21) WR RRO StS} 
+ ECO] PX Se 1) KGS = 2} 
=H) + LG) + Elo] Bika 之 11 HERAS) 
=H(t) + Ltt) + [ma — rdB(x) 
BISECT Y. 
EAH ES 
H.O = Ea) PREV HO See} 


LE = E(,b°° ] 中 离 去 的 顾客 数 ;2* So) 
ni 


H(t) + L(t) = MQ) 一 | Mo — 2)dBO(r), FBI (9) 


EpL Fea Mt UCP ASIC REE i. 
DAKARE EE a ed a 
Mo) = [ma — JAF (x) 
(10) 
M(t) = [me _ drF x BP] + HO + LG) 
然后 取 拉 普 拉 斯 一 司 梯 阶 变换 ,经 整理 得 式 (5)， 


3) 因 为 M(t) 是 时 刻 t 的 单调 不 碱 沙 数 ,根据 托 只 尔 定理 ( 见 附 
录 中 第 五 ) ,得 


. MKO 
lim —— 


two 


- == fim Sm, (C5) (11) 
syt 


FERRARE AAE 1 即 得 式 (6), 至 此 定理 1 EH. 
HS 


定理 2 $ MD = M(t) — (et) * AG) » 若 服 务 时 间 分 布 
-123° 


GO 是非 格 的 ,和 且 ELXY J<, ill 
i o| ECX -1h p<] 
limM, t) = 
证 朋 Of HR Est (2) . 式 (5) 与 式 (8), 得 
AZ) = MO AG), io 
于 是 
对 Als 0,4 


[eart G) = [sar (s)]- [eama — Wt] 
È G 


所 以 
mM, =lim Peat 


sort 


iret 


= lim [sas Cs) ] + limi MG) -i| 
ae foe 
HAASE 4 中 定理 5 RATS 1. ANSE TAH. 


= lim fsar (s)] « lim | “en MCG) — ut] 
+ wagt tt 


(12) 


(13) 


(14) 


(13) 


(16) 


上 面 的 讨论 思想 ,使 我 们 更 能 清楚 地 了 解 到 离 去 过 程 的 独特 结 
构 :在 忙 期 中 构 人 了 一 个 更 新 过 程 ,而 且 平 均 离 去 的 顾客 数 与 该 更 新 
过 程 的 更 新 苯 数 呈现 一 种 着 积 关系 ,而 且 , 当 上 充分 大 时 ,可 得 便于 


计算 并 ;9 的 近似 式 : 
ty eZl 
M, Ct) 2 
pts Ppl 
或 


x + e| EX = 1}, p< 


M(t) = 


wt + EE], P= l 


2 
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(17) 


(18) 


第 五 章 AMPA GI/M/c/oo 
排队 系统 


8 1 PARR RE 


1. (RAR EE 


所 谓 GT/M/c/oo HBA HE Ge» REA PH Be YI US I BI OPH T i 
SIAL PAAR IFO ARADO) ,t3z0, 记 平均 到 达 间 降 时 间 为 
O< f= | PAPO) A> 0) 为 常数 ; 顾 容 所 需 的 服务 时 间 序列 (i 
之 1) 独立 ,服从 参数 (之 0) 的 负 措 数 分 布 G(1) 一 1 一。-“ 10 
统 中 有 (3>1) 个 服务 台 并 行 .独立 地 服务 ,系统 容量 为 无 穷 大 . 顾客 
到 达 时 , 若 有 空闲 的 服务 台 , 他 就 任 选 其 中 之 一 接受 服务 ; 若 所 有 的 
服务 台 都 正在 进行 服务 ,顾客 就 排 成 一 个 队列 等 待 ,并 按 到 达 的 先后 
顺序 逐个 接受 服务 ,顾客 在 服务 完毕 后 就 离开 系统 ,同时 队 首 顾客 
(如 果 此 时 有 等 待 顾客 的 话 ) 立 即 被 有 空 的 服务 台 接 受 服务 ,而 且 仍 
假定 到 达 与 服务 是 彼此 独立 的 . 


2 RAD RAGE 


假定 NO 表示 时 刻 上 系统 中 的 顾客 数 , 即 队长 ,此 时 队长 过 程 
(NORO RRRA BAKARE O T, 表示 从 :一 0 开始 第 mn 
六 1)? 个 三 客 的 到 达 时 刻 , NT 表示 第 个 顾客 到 达 时 看 到 系统 中 已 
有 的 顾客 数 (不 包括 刚 到 达 的 顾客 ) ,Ns = NCO) —1 NCO Rem = 0 
时 的 顾客 数 . 下 面 定理 表明 {tNz ,人 0) 构成 马尔 柯 夫 链 , 它 称 为 该 排 
队 系 统 GI/M/e/co 的 姓 入 马尔 柯 夫 链 . 可 以 看 出 各 随机 变量 Ns ， 
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NT ,NY oo HIRIE ERUR RA No 还 可 以 到 一 1 值 , 但 和 若 注 意 刘 
PANS =O|yo--1}=1, BR PING = 1 xa} = Onli =—1,061, 
2-0 Ag No 能 取 一 1, 此 后 马尔 柯 夫 链 永 二 不 再 取 一 1 值 ,所 
以 一 1 仅 是 不 可 返 状 态 ; 这 样 ,把 状态 空间 限制 于 10,1,2,…? 上 并 不 
影响 我 们 的 讨论 和 结果 . 


ERI {N7 ,n 实 0} 为 不 可 约 , 非 周期 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 , 其 一 
步 转移 概率 
bu) = PING, = klyan fe = 0515207 


AATF 
pad) = [acoder (1) 
给 出 ,其 中 
eta 一 e tyiticke ie, Qk elite 
i 一 CR cplepry (sle — =- ulr] em he, halt ad | 
[eww eS (af eed T 
a) = O<k Scie 
wom cent poeta 
€ “GLITA? eZ ksirt lie 
Uy [十 工 < 天 
(2) 
证 明 gi HA CALIA St. 内 服务 完 的 顾客 数 , 则 显然 有 
Noas N tln, (3) 
在 条 件 {N7 =i} Poe, 的 条 件 分 布 为 ， 
H pec 时 ， 
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| dFQ), 0<j<i+i—c 


or i rur keur) T ‘ SA C 4 
Pio, — lycra} 一 I, fe (一 > é— 7+, 


“eA ~ eo ldr dF (or) 
一 ki 1 


itle l 


0, POR ym ist 
C4) 
ic 时 ， 
oof gy 1) ， , 
f | et es yd F(t), 
n 0 J 
PUY, = tinea} = oji +] (5) 
= J sm 
D, i<j >i +1 


FAY A. N. 已 知 的 条 件 下 ,5 的 分 布 与 NT NT oe NDAK, 
HAAD JAHN nO) AFREIRA RH, 其 一 步 转移 概率 
为 
Pal) EPN a = Ala 
=P{N7 H1 in = Aly a} 
=P (0), =§—k+1|y--,} (6) 
于 是 结合 0 READ RI pC1) i, 二 0,1 ;24… 

由 于 pig: 105 pig QI 0, G=051, 245°), PERERA 
AA. BTEAFRAR (0.1.2.3 ROA. ERP. Mp, >0, 
Ae EIA HKS. 至 此 定理 1 证 毕 . 

| 


Xf c= 1, BY GI/M/1/ HERA RB RA SRA REE INT 220} 
的 一 步 转 移 概 率 为 
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| — e-*)dF (1), 


| eaF (1), 
Ü 


i = 0, = j 


i 1 == os _ ! 了 ， ; 
Pa) [o -e5 M dE), £21k =0 
了 一身 ” 


F gafy tl 7 
>» GHIA 
0, 
EREHE: 
1—4, 
1 
jm 


所 
PD 一 |1 一 > 名 


jr 


kj 
1— Ss, 


了 了 一品 


1 ss 十 1 六 1 


t+ lk, 2d 


(7) 
0 
0 
0 on (8) 
bo 


其 中 已 ~ | red， j 一 0T1 2 
Q 


RRS Fie) 对 于 一 个 不 可 约 、 非 周期 的 马尔 柯 夫 链 , 若 方程 组 


apy) 一 工 ,， 


T= (9) 


存在 > lul < oo 的 非 零 解 , 则 此 马尔 柯 夫 链 为 正常 返 的 . 反之 , 若 


号 尔 FRENE 常 返 的 , 则 不 等 式 组 


Sap) Kx j= 91,2，… (10) 


fed 


的 任何 至 和 多 有 限 个 二 为 负 的 解 具 有 性 质 2 Jæ] < 09. 
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SE 2l 设 {p,,j==0， 1,2，…" 1} 为 概率 分 布 ,县 如 六 0, 则 方 
fz 


p= e (11) 


t= Ù 


在 0<z<1 内 有 惟 -- 解 的 充分 必要 条 件 是 SU 1. 


+=1 


定理 2 GE/M/c/oo HERA BERR A FR REE NT pn D0} 2Y 
正常 返 的 充 要 条 件 是 p = A, 
证 明 充分 性 . 设 p = <1 ,考虑 方程 组 (9) 的 解 . 先 看 方程 
组 人 9) 的 /一 c 以 后 的 方程 , 即 
Bp) = Z3 eee li, 
此 时 ,对 j=cye 十 1,… 有 


Paros LEAD IH jy a 
no dh CJF O ijo] 

0, i<j-] 

于 是 上 而 的 方程 组 化 为 

= oo ijt 
ie j--) " 
(12) 
由 于 


Se [ern LE A EO = >i 
因此 据 引 理 2， 知 方 和 
dete Zen Lee) 一 一 一 = z 


在 人 ,1 内 有 惟一 解 , 记 为 SOLL). FES 
a=, =e lege tl, (33) 
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蔓 验 证 式 (13) 即 为 方程 组 412)，, 即 方程 组 (9) 的 7=e 以 后 的 方程 组 
的 一 组 解 . 

Fp EA Fe C9) BY = 1 EN) fe — 1 的 c 一 1 个 方程 , 将 式 (13) 
代 人 此 方程 , 即 得 < 一 1 个 变量 corns cafe 1 个 方程 的 韭 齐 
次 线性 方程 组 : 


Po (lire + Ley) 一 1 Jz, 十 Pratl) rs 十 … 十 Poal) £, 
= > Oo py A) 
r=c—] 
Pelr, + { PoC) — 1 |e, tot + Pemp lT 


一 一 $, 0 "pall) 
一 上 上 一】 


Pe—2,--1 Kl) 一 eo! T > Sp OE) 


1 一 一 】 


其 系数 短 阵 行列 式 为 Pall) + fpd) ees Peer Cl} FO, 因此 可 
得 惟一 解 
T; 一 入， P= 0,1,2,°,¢ — 2 
由 于 齐 次 马尔 柯 去 链 {N7 one 0) a eas a E E 
阵 恰 是 方程 组 (9) 的 系数 知 阵 , 且 系 数 和 矩阵 的 行 和 为 1, 所 议 
Bs E = 0, l; 2,1 — 2 
ES 4 (14) 
oe, f=ec— lcr 
也 为 方程 组 (9) 中 j= 的 方程 
Poo) ro 十 Pio (1 dx, 十 net + Pesak 1 Iz 
+ Perno lD 十 … = Fa 


的 解 ,这 样 就 求 得 了 方程 组 (9) 的 一 组 非 零 解 式 (14), 且 由 0<2<1 
即 知 此 组 解 满足 Do 1zxi| < ,于 是 由 引 理 1 知 此 马尔 柯 夫 链 是 正 
WRR. 
必要 性 . 设 马 尔 柯 夫 链 为 正常 返 , 要 证 e<1. 用 反 证 法 ;假设 Pp 之 
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1, Hz 


T,=], geese C13) 
则 对 jecsetie AF 


ep 
n= (be Gj DUO tein} 
i i< ji—1 
ARCS) AEE LO) P Fe 开始 后 的 所 有 不 等 式 


册 考 谍 式 410) 中 JJ 一 1 到 ;一 一 1 的 c 一 1 FRESHER. BY 
RODRA. 19 


PoC] Jiro + Fnul) — lir, + Paktlar; +o + peagpatl t: 


a St fall) 


r--c—] 


Py, day + f pee 1) — 1 Jz, 十 … 十 Peo tl £e- 


一 一 Š} pp Ct) 


r= r=] 


Pesca 123 + Lenea) — 1 Jz,_; 
= `) Perot} 


Paes C1922 =] — 5 Ëe- C1) 
i=c=] 
(16) 
此 方程 组 为 c 一 1 ARAR Torti Tee 1 个 方程 的 非 齐 次 线 
性 方程 组 ,其 系数 行列 式 为 fad) + ped) 2c poz 1 FO, Ae 
存在 惟一 解 


r; = Bo, i= 0,1,2, e2 (17) 
将 式 (17) 代 人 方程 组 (16)， HE BER: 注意 到 方程 组 (10) 
左边 系数 矩阵 的 行 和 为 1, 县 《1) 二 二 ,得 


[Poki = 1I + Pols +" “A ho, 
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= 工 _1- SS Pw) 
P i=c—] 


< 一 `y Pil} 


i=r—] 
此 式 表 明 解 式 (15) 与 式 (17), 即 
By 和 i= SPERTE +C — 2 
z = . (18) 
l, i = f — Tris: 


满 是 式 t10) 中 j==0 这 一 不 等 式 . 
综合 前 面 ,我 们 找到 了 一 组 解 式 (18), 芋 至 多 有 限 个 xz; HAH 


足 式 (10) ,但 2 zi = co ,这 与 引 理 1 矛盾 ,于 是 只 有 2<1. 至 此 
定理 1 证 毕 . 


定理 3 HF G1/M/c/ CofE BAR SEBS BRA SIRA AEN on 


‘a 
PETES = > 1 时 ,此 马尔 柯 夫 链 是 零 常 返 或 非常 返 ,a 步 转 
移 概率 的 极限 
limp, (2) = 0, ij = 0,1,2, (19) 
时 不 存在 平稳 分 布 . 
2) 当 p 一 = 之 1 时 ;此 蕊 尔 柯 夫 链 是 正常 返 的 ,n 步 转移 概率 
的 极限 存在 ,与 初始 条 件 无 关 , BL 
lim ppn} = lim P {Ny = j} = p; >0 (20) 


为 惟一 的 平稳 分 布 ,其 表达 式 为 
e=] r 
T m4 U,, P= O,)],2.°5¢ — 1 
ate É 4 二 (21) 
Are’, jee +s 
其 中 8(0<8<1D) 为 方程 = = fen — 2)) = [emer 在 


《0,17 内 的 惟一 解 ,而 且 
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al 
k cd —&) 一 大 


U- =K'D, i CE 
S, D.C] — &) eC] — )— k’ 
r= 0, l;2;,* ce — 1 (22) 
E 


"= [ sy RP Aek 
~ [一 tÈ Dt a cio Rl (23) 


dD, 一 l; 
D, = nh —® b= 1,2, ye 
ko I=] 1 Te 1 = Lads +E (24) 
6, =| emdFO), £= 1,2," (25) 
Ü 


证 明 ”由 第 -一 章 $ 5 中 定理 2 和 本 节 中 定理 2 fas Mt p= AI 


NRA BRP AREIN, nzo BUT RAS HAS ik RAE PGB E 
fp, =0,j20, HAGE PRD Se BOF ERS AN 6; 7220} 
存在 , 且 与 初始 条 件 无 关 . 下 面 只 需求 解 方 程 组 


by = pb， 了 一 01,2， (26) 
i= 


ETERS EO py 一 1 的 解 { 720}. 
当 jc 时 ， 


a i—j+t 
Pj) = {| em gpr O, i 之 7 一 1 
ty — 1 


9; i<j] 
RACOR 7 一 < 开始 的 所 有 方程 可 与 为 
=t B oe _ {egt yit o 
pi Sp; fe Gr J 二 cc late 


1 二 1 一 1 
(27) 
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由 于 

Ši GD = 5 
因而 由 引 理 2, 知 方程 
Sn wt |e eee)" egy = flee —2)) =z 


= Q 


9 k! 
是 一 站 + 
在 从,1) 内 有 惟一 和解 , 记 为 30 过 8 之 1). 令 
pp = KO", =e lee tae (28) 


其 中 下 * 为 待定 常数 ; 则 很 容易 验证 式 (28) 为 方程 组 (27) 的 一 组 解 ， 
于 是 由 式 (28) 即 得 所 求 的 式 (21) 的 pec 那 部 分 . 特别 地 , 当 jel 
时 ,有 

Kt = ĝe po, 
因此 ,只 要 求 出 总 :后 好 可 确定 常数 天 ”. 

w e=] Rt, BD GI/M/1/coREBA RRR. ESL A 

K* = . pe 

代 人 式 (28) ,得 
P, = Po * ô’, j= 0,1,2, 


由 正则 条 件 2 p7 一 1 ,得 
pr =l- 


于 是 
pF; = (1 一 6}, 8/, f= rl (29) 


oa ma k 
此 时 SOLLN HHE = Net | ee AO AEO) = Fad 一 
下 一 全 i 


W e> RD. OR po pr tto pmi SARR 


rol] 
Utz) = Di pre 


ae o 


> 


3 k = 0,1,2,7 to 1 


则 由 OC) AE 
cm] ， 
v= OL" Bis r= O0,1),2,+6,¢— ] 


r 


i= r 


HARI. (aa 到 < 一 1 求 和 ,得 
-5 pol S Jar 


e~] t 
=Ņ rA Dof” 


i=] r=] 


Og Oidi cy D E 
= DUP) | a 1) o =+- | 


f=, F 
OPS oy 
-人 
P. fe J T, lr — i (— 1) 
“一 1] iz F 7 j 1 
一 r 十 1 ` | i E pyc | | + 加 = 
i pari f poas t C 1) 


=p; ʻa J4=0,], 2, m,e — l 
此 即 所 求 的 式 (21) 的 前 半 部 分 . EFA BRO, MAAR BRE 
fie RK’. 
Fy sh 26) Fish 1). BPA IER CC) 满 足下 列 积分 方程 ; 
U(x) =| 0 —e 4+ geo] Ue 二 zedrtr) 


+ Kf [Ferec — e77 4 gem) e cede |dF (x) 


一 Kz (30) 
由 定义 ， 
cm] 
U, =U(1) = >) pr 
150 
Li, ,Kk 
一 ah) =i 35 (31) 


Reh C30) SRS RY R=1,2,5 ce —1 HES c= 1, BING 


LU = AER + E&L — K° | cy eC 一 全) 一直 


| lk 
上 一 1,2 — ] 
Epa 为 式 (25) 所 定义 . 因此 


| cQ edk 
(l—«&) cQ eek? 
È =], 2,1, -- 1 (32) 
HAGO REA Di BEX A Mort Bl c—1 求 和 ,并 注意 到 
Uy = poy, = Kt + 


Er 
Ui = g Va 
15s 


即 得 
a 
oe =K u po er) “a = =i 
r= O0,1,2s*"35¢ — 1 
Hee RETIR C222. 
令 r 一 0, 得 


C 
Us o paN " cl — &) k 
p 75 2 DG — £) cil —d) —& 


将 式 431) 代 人 式 (33)7 即 可 得 天 "的 表达 式 人 423). 至 此 定理 3 EER 


(33) 


推论 1 XE GI/M/c/oPFA RR ERIE ED F APIA 


时 看 到 的 顾客 数 记 为 六 , 则 


a. c=] 


E[N] = Spy = (34) 
jag ‘ 他 十 eC] — a) 
OL +A A 一 BY 1! c>] 
推论 2 对 GI/M/e/co 排 队 系 统 ,在 统计 平衡 下 ,顾客 到 达 系 统 
时 正在 等 待 服务 的 顾客 数 N, 的 分 布 为 
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KS 
. 1 一 =s = 0 
PING =j} -d ts? 7 (35) 


天 “全 ， 了 一 1.2， 
而 平均 值 
RIT. K‘ 
` A 
推论 3 XE GI/M/1/oo HRB Ee = 1 
pp = {1 os, 7=0,1;,2,-° (37) 
if? A 
ware G 
ELN- J] = ;_ 6 (38) 
wore oF 
ELN] = 735 (39) 


Hp S008 Hee fed - 2 EO, DANTE. 


推论 4 Mt Ei /M/1/oc HEBA Z Be BI E1 a% JE) BA Le) A AC 
ORY & Bre oR RNa A PG) 二 1 ~ eD, 2 (10 , M24 p = in 
三 1 时 ,有 


pp; = (1 一 他) 人 ， 1 = Q:l; C40) 
其 中 800<8 之 1) 为 方程 
za + Hs] 
在 60,17 内 的 惟一 解 . 
$2 BA 长 


在 本 节 中 我 们 将 考虑 任意 时 刻 : 的 队长 六 人 的 平稳 性 质 , 所 用 
知识 主要 是 更 新 过 程 理论 . 
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定理 1 对 GI/M/e/co 排 队 系 统 , 令 pi 二 limP{NG) = 7},7 = 
Ol pij 


DH p= 2 it. pj= 0, 7220; 

2) 当 o= 全 <<1, 昌 到 达 间隔 时 间 分布 (4) 为 格 分 布 时 ,极限 
pj; = limP{N() = j) RARE FEO: 

DH p= <1, HAE AE SAE F ORARAA RR 
p,»j20) AE. SPAA H 


工 一 】 ， 


P, = 4 £0 0 a, (1) 


PP, poueetis 
证 明 SAL AIAN AIA TT H 
putt) = PiN G) = HETER, (2) 


pi Gn st) = PIN; 一 fam Silai) (3) 
易 知 在 初始 队长 为 i 的 条 件 下 ,顾客 到 达 时 看 到 队长 为 7 的 那些 时 
刻 构成 一 个 更 新 过 程 的 更 新 时 刻 ; 记 共 更 新 函数 为 


M) = >) pi, nt) (4) 
m=] 
并 记 
M(t} = >} MG) (5) 
¿=D 
出 
Ma = MPIT, Stilson) = JEFO) (6) 


是 输入 这 -更 新 过 程 的 更 新 函数 (与 初始 队长 无 关 ) ,其 中 OOH 
rot m BBE. 因此 由 基本 更 新 定理 ,极限 
38。 


FE HIF iiA 
lim, (0) = ec (8) 


再 令 MEP AREA A i HREF HD m 个 顾客 到 达 时 下 到 队 
长 为 7 的 那些 到 达 时 刻 的 平均 个 数 , ARH § 1 中 定理 3, 有 


l; (m) [> 0. pol 9) 
lm p;,; = 
AM Ps m P, = 0, pe] 
于 是 
{im vas | 
tm MI lim Publ ch Py) oe t pagn) 
Mm? Ht "m 
=p J0 (10) 
FAK (8) 510) 
Mf Ct) , Mf. Mf 423) 7 o 
I — ij — =x 
lim M,(t) lim ERTS Pr hJ C11) 
结合 式 (7) 与 式 (11) ,得 
0 Mw 四 
一 tj , a- ~> 
lim £ lim M,C) t Ap; i EJ == 0 (12) 
WT i720, PB: 


pi{t) =P(NG@) = 7,7, > t| weoy- 


十 SIPING) = j, a St T nt lyme} 


m=] 


=P{IN@) = PT, => I | weo=7} 


on Er 


+ > 


hemati—t,0) m= 1 
PING) =j, Na = kT ET inot 
=f; ,01 — FG) 


a oS 


1 


keo maf :—1,0) m= 


=6,_,,(@)[1 — FE] 
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十 fae DEL Fe - r) Jda) (13) 


k= p 1.0 


l, j=0 
其 中 , 9- = | } ， 8) 为 本 章节 1 PAR ODBEL, 


Oo, go 
jo). 


1) 当 p= 时 ,车 (1) 不 是 格 分 布 , 则 易 知 对 上 述 顾 客 到 


达 时 看 到 队长 为 j 的 那些 时 刻 所 构成 的 更 新 过 程 ,其 更 新 间隔 也 不 
蚌 格 分 布 .于 是 
lim pi; 2) =lim > Bt - DEL — FG x) dM (xr) 


a ay 


La] 


=- » _ ira) oy a(t — x01 FE — 2) M(x) 


(14) 
且 与 初始 状态 i 无 关 . 
上 式 中 ,极限 过 程 可 取 入 求 种 号 的 证 明 见 参考 文献 [91 中 第 117 
一 118 页 ， 
由 第 一 章 34 中 定理 3 的 让 .2) 和 4), 知 9&0)[1 一 FG)] 是 直 
Rg. 利用 关键 更 新 定理 并 结合 式 (12) ,得 


limf ou —x)[1 — Fa — xy]dM (xr) 
too 9 


. (15) 
= Ape | 6,,(2) [1 — For) ldz 
Ü 
ERARE $1 中 定理 3, 知 
limp) = >， Apr | ec — F(a} idx 
ios #=maz(j;—1.0) 
=0 CIG) 


p; =limP{NG@) = j} = lim 5) P(N) = i} © pa) 
fron r= = 


=(, je 9 
AFORRO. HEREA i R13) H A A dt 
140+ 


的 关键 更 新 定理 ,类 似 式 (16) 的 推导 ,得 
limp,(t) =limP{N (mi + d) = j} 
= >) Mep Da, Ci + DU — FGl4+4)], 
k=max(j—1.0) i 
i zo 
(17) 
其 中 ME OS d <1 m 为 正 整数 . 但 当 peel Ws pe = 0,220, TVA 
b,=0,7=0,1,2,°" 


2) 当 p=- < E FORRA 由 式 (17) 知 


P= >> MeO ot DU Ft a a8) 


与 4 B®. | 
当 pLi AY. pi > 0,820, AUIS) MAA 0. A aT 
[RAS of 是 取 不 同 的 值 ,故此 时 p; PE 7220. 


3) 当 p= 二 <1, 且 GD) 不 为 格 分 布 时 ,由 式 (13) 出 发 ,类 似 式 
(16}) 的 推导 ,得 
p; =limP(N() = j} = lim $, PINO = i} + put) 


-timp = SI apr TAGE — F(a) dz 
[cn g 


k=maz(j—1,0) 


(19) 


考虑 初始 队长 为 上 的 条 件 下 ,顾客 服务 完毕 离开 系统 时 使 队长 
由 了 转移 到 j 一 1 的 那些 时 刻 . 令 MO AO JARE R 
数 ,由 数学 期 望 的 定义 , 显 殉 
| p62) zedz，7< 
M) = C20) 
| mc ecpdz, fac 
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结合 式 (19) ,得 
， MC) jpj; Jc 
li a 一 
sl i CUP, je (213 
但 在 (0,tj 内 队长 由 j 一 1 转移 到 j 的 次 数 与 队长 由 j 转移 到 ;一 1 的 
次 数 之 差 不 会 超过 一 次 , 故 
(M, 0) — MDS tour Soy Sl 


于 是 
lim 一 im XO 
jeer ESET (22) 
cup;s J Be 
WRR?) 5h (22), BFE 
up, LRI< 
app = [ee “iss (23) 
CHP,» jc 


He BB APE AS 3X1 BY fe BK. 但 当 p<1 WY tp; 0. H Dy Pr = 


1 ,因此 由 式 (19) 知 D3 2) = 1. 故 将 式 (22) 对 j MA1 到 co 求 和 即 得 
所 证 的 式 (1) 的 第 一 式 . 至 此 定理 TE. 


推论 1 对 GI/AM/e/ 吕 排队 系统 ,在 统计 平衡 (pe 之 1) 下 ,平均 队 
长 
N= Djp = ep + 2, (24) 
a’ (1 一 ay’ 
jth p= Ke RRS 中 式 (23) 给 出 ,8(0<3<1) 为 方程 = = 
站 ed 在 (0,1) 内 的 惟一 解 . 


推论 2 ”对 CGI7AMAeyco 排 队 系 统 , 在 统计 平衡 (Co<1) 下 ,等 得 队 
“142 ， 


长 N, 的 分 布 为 


A* p . 
] 一 | = 0 
rom- 1— 8’ / (25) 
K par), j= l,2, 
而 平均 等 待 队 长 
Tp K'p 
N= dj PIN, =j) = Gp pyr (26) 


推论 3 HE GI/M/1/RER RE: 
DY p= >I BT. p= 0. {2205 


2) p= <1, AL Pte) eR at, im Nt) = j} 不 存在 ; 
3) 当 p= 疙 <1, 且 Ff) ARR Sa) ee AY 


1 一 + 一 站 
, P 7 (27) 
pil — Tl, pel 
而 且 
N= (28) 
l—e 
= TFG (29) 


其 中 (0<6<<1) 为 方程 < = [reed Fe) 在 (0,1) 内 的 惟一 解 . 


推论 4 对 EMW7iyce 排 队 系 统 , 即 到 达 间 隔 时 间 分 布 FC) A 


| wy _ 
参数 1C>0) 的 六 阶 爱 尔 关 分布 ED = 1 — e> E > on 
王峰 
当 P = g ao BES 
— 4 P= (0) 
pat _ 7 (30) 
ot] ~ Syst, jl 
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1 


其 中 3(0<8<1) 为 方程 =I 在 (0,1) 内 的 惟一 解 


— Z 
1 十 一 全 

推论 5 对 CIAA/eyco 排 队 系 统 ,在 p= -<1 IEE PF =p, 
(7 党 0 的 必要 充分 条 件 是 GT 一 好 , 即 输 人 为 参数 ACO) AY Poisson 
Tit. 

证 明 “充分 性 . 若 输 人 为 Poisson 流 , 风 3=p, 因 还 显然 有 7 = 
pis je. 

DRH E pF = p70, WRIA S 1 中 定理 3 与 本 章 $ 2 
中 定理 1, 即 可 推 得 

ô= p 
i p= -二 满足 方程 > 一 | earo) ,并 
Flex — 2) = e 
& s=epO—p), M co=stas H 
A A 
f(s) = p= T= s FÀ 


Bl EGO = 1 — e™“, I 0 AAA A 的 Poisson 流 . 


$3 等 待 时 间 与 逗留 时 间 


在 GI/M/eclco 排 队 系 统 中 ,仍然 假定 顾客 是 先 到 先 服务 的 . 令 
第 m 个 顾客 的 等 待 时 间 为 W。 ,其 分 布 函 数 为 
PW, <t} = Wi) 


定理 1 对 GIM/c/oo 排 队 系 统 ， 
1) o1 时 ;极限 
lim We (@) 一 Ü, to 
2) 当 p= -区 <1 时 ,极限 
s J44’ 


lim W, (9 = W, e) 


FE ASG RFK EER 
wo =1— EET, po (1) 


其 中 天 "由 本 章 8$1 中 式 (23) 给 出 ,3(0<S< 一 1) 为 方 释 > = 
[ere-a 在 (0,1D 内 的 惟一 解 


证 明 第 zm 个 顾客 到 达 时 ,车 发 现 队长 Na =j W jce 时 ， 
他 不 用 等 得 就 可 开始 服务 ; 当 /之 c 时 ,就 必须 等 到 服务 完 j 一 c 十 1 
个 后 才能 开始 服务 ,因此 由 全 概率 分 解 定 理 , 得 
We O = DU PING = 3} 


j= 


_ pe LETY + ep 
+ LPN, =J fs Go! de 
S m>, AAR BE 8 1 EM 3, YY ol 时 ， lim W, a = 0,4 pal 


时 ,上 式 右 端的 极限 全 在， H 


W, G) =$) + Siere fe “se Seer dz 


J 三 


K* = f ene HCHTY! 
— F jnc a tT 
=] 一 一 一 一 十 上 ba £ G- SF dx 
=] — 了 二 请 i 7= F [1 一 Px] 


此 即 证 的 式 (1). 


定理 2 对 GI/M/c/oo 排 队 系 统 , 令 Wn 表示 第 mn 个 顾客 的 吉 
留 时间 , 则 
DY e= ZI it, 


*]45 * 


lim P{W SE} =lmW,G@) = 0, 420 
A 
ME ya - 
2034 p= <1 时 ， 


W) = limW,@) 


存在 ,与 初始 条 件 泡 关 , 且 
1 一 [十 EK e, cQ — ê=] 
W (2) = i K* 一 CT 一 人 __ 一 
le HR Tt em 
ce{1—é) = 1 
(2) 


证 明 AWW, tke AW, Xe A Sh A yA 
m TPB A BY ES Bat TE) « A Sd 7B Be a ae ei) Be ae 
算 即 可 证 . 


推论 1 对 GI/M/e/ 避 排队 系统 ;在 统计 平衡 tp 之 1) 下 ,顾客 到 
达 时 不 需 等 待 的 概率 为 


p= W,(0) =1- + (3) 
平均 等 待 时间 与 平均 逗 锯 时 间 分 别 为 
a K' 

w =a C4) 


1 K“ i 
p + cutl 一 6) (5) 
推论 2 ME GT /M/1/OHEM RS: 
DH p= 451 时 ， 
Wid =0, Wd =0, 120 
+146 - 


2) 当 pac) 时 ， 


W(t) == 1 eT, pe (6) 
Wei, eo (7) 
BOP SoS Fey fe) SP Ba 
po Ê. Panl 
Me Ta 8) = TaD 8) 
3 在 统计 平衡 Co<1) 下 ,顾客 到 达 时 不 锚 等 待 的 概率 为 
p=W,)=1—68 (9) 


Fp POSE) AA = = [eed ce) 在 (0,1) 的 惟一 解 . 
a 


推论 E/M HARA MIET AT LGN POH 
参数 A> ODA k BYR ARRAS Fc) 一 ] eS 2S ove 


wep AL 
3 e 一 ku <1 时 ， 
Wy = 1 be (10) 
j — Y a 
其 中 8(0<<5 过 1) 为 方程 z| 1 十 | = 1 EO DARE- . 解 . 


推论 4 对 GdAcyop 排 队 系 统 , 在 统计 半 衡 下 : 当 <=1 时 BU 
GIAMA] /co 排队 系统 ;Little rt May; “pel 1 HY, Little Zs ct AR Wy 
XE 


现在 考虑 在 任意 时 刻 * 到 达 的 顾客 的 等 待 时 间 下 由 于 在 任意 
RA s RERAMA ANE. PEAS EE 好 ;通常 称 为 虚 等 待 时 
le). 令 其 分 布 为 
Wid = PIW se}, tae 0; sO 


定理 3 XE GI/M/c/OHERA RHE 


DH p= 时 , 则 极限 
limW?@) = 6 
2) 当 6 一 让 <1 时, 且 到 达 间隔 时 间 分 布 (7) 为 格 分 布 . 则 极 
限 limW; (7) 不 存在 . 
DH p 一 -三 <1 时 ,由 到 达 问 隔 时 间 分 布 COO RR 


UH PR 
limW tt) = W) 
存在 ;与 初始 条 件 无 关 , 且 


tr — — PK" =en] En ~ 
WG) = 1 BI Hye 1 ¢20 (11) 


HH KAEA $1 PRODA PCO <1) A Re = 
| ed 在 (0,1) 内 惟一 解 
证 明 与 定理 2 的 证 明 间 班 .可 得 
Wa) = SPN (s) = 


_ Ne JINI- — jie. f arg cuteur yl 
+ APN GO = 9 fs Go 7 


令 soo EABAR § 2 中 定理 好评 . 


推论 5 X CIM/c/o HARA ERIE D E ER 
刻 到 达 的 顾客 不 需 等 竺 的 概率 为 


平均 虚 等 待 时 间 为 
> AG? em __ KO 
| rdw) T po] — 他) (13) 
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推论 6 对 GI/AM/1/oo 排 队 系 统 ， 
A 
D4 p= 21 时 , 则 极限 
limW tt) = 0 
2) 当 p 一 分 <] 时 , 且 到 达 问 隔 时 间 分 布 (7) 为 格 分 布 , 则 极限 
limW (不 存在 . 
D p= <i 时 , 且 到 达 间隔 时 间 分 布 (不 为 格 分 布 时 , 风 


极限 
limWstt) = Wi) = 1 — pe te 0 (14) 


TE H SMRRAKK He COOKS KD AR e = 
[ler dF ©) 1600.1) ADHERE TEE AB FEE LISA 
BERR 


P=W(0) =1- p (15) 
而 平均 虚 等 待 时 间 为 
daa L 
[awo = Pos C16) 
34 ic H 
在 本 节 中 :我 们 只 计 论 c=1, BY GIM/1/22 HEA R SER TI A 
IE seran F gi. 


引 理 rsl Fe 

1) EGO, e| <1; Be 

2) AOO, uel l;a 

3) AGED, al< HB p= <1 ; 
其 方程 

z = Hf + a — x)) 
在 单位 贺 |z| 二 1 内 有 惟一 解 
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z= 8(s5,u) 
HARA 
lsp 一 Duf er Len AFu tz) (1) 


$=] n 


其 中 fs + uO — eD = [ert Ce). kB 
i 


lim ĉl, u} = lim TOi est (23 
+1 sot l, e= il 

lim ——[é(d.u)] = | (3) 

u—] du ) Des ê=] 

, - 1 (u — A), =>] 

lim A racs,1)] 一 | a e (4) 


ent ds > oD, p= ] 


YERRAIAH, FE SEAR AS kR EAE 1-8, MEKA 
时 开始 到 系统 状态 首次 由 1 下 降 到 0 A EEEH fe] k CHA. 
显 见 ,9 从 从 戎 的 起 始 时 刻 就 是 系统 利夫 期 转 人 忙 期 的 时 刻 , 印 佐 期 
的 开始 时刻, 它 的 终止 时 刻 是 此 后 系统 首次 由 入 期 转 苛 亲 期 的 时 刻 ， 
BIH SA Sa BS et ey. 当 有 >0 时 ,在 天 阶 全 其 的 起 始 时 刻 之 前 系统 就 
Cab FICH. ECE E RA EE k TEHER ETERA mE E 
WERE RAR TECA APR SE IR TSA A. 阶 
TRA AT AE e Bart E E a vee ON FE ae RE E 
指标 ,是 系统 设计 的 一 个 俯 据 . 

I kOe. > 

DnD =P BARE <r, 

BAKA Pr PERS m 个 顾客 } 


dam) = Jed, (0 
ù 
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定理 对 GI/M/1/ 吕 排队 系统 , 若 玉 (0) 计 0,]z| 达 1,0 过 | 
| 


Piszu) = 3 BD 


o H | 1 — ftst g0 -- wz)) 
— u ae 
$+ ekl — uz} 
u — O(s,u) | 
s+ wll — isu) | 


— f(s + A — ur)) 


(5) 
其 中 = = &(s,u) WH = = ufs + HC] — 2)) 在 单位 图 |>| 过: 内 
的 惟一 解 
WEAR 4 k20 Hi, Ae EE. ASHER 
| KEDI -Drmtiitt zidF (Cr), 
Ù 
Èg mun = l 
Sar L -- Fix) jdr, 


È = tym -2 0 


0; k typ = 0 
(6) 
+ oo | 
> 已 一 全 上 pz LHO AFCE) Hy nl) 
i= g t i 


k mym = 1 


dim G 一 [enero EUEN r 一 F(x) jdr, 


if) 
k= m,m = 0 


0, k Dmm = 0 


“> 


das a) = X dinli), Bs) > 0;|z{ 1 


k= t 
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则 


dmat Cs :之 ) 
| en. 
一 ` | | eT uter EE dp x) | + x 
k= h] 0 + 
+ an| emera gr)” Ty — Fx) dx 
a mel 


m—]l at—1 


= > 2 n+l_ cof ee EY dp) 


meh = F 


g" T aT GHA Hr)” [1 — F(x) Jdr, 


a mI 
m=] (7) 
ii 
o #ell— fist] 
d(T (R) 
再 令 
Fits) = D) daa Ou AG) > Oju, < 1.4 2 0 
则 
W(s,z,u) =) Sd Cs ta” 
点 J m=] 
DMA GUIE = EACE C9) 
f= m= } 
将 式 (7) 两 端 冬 以 w” Fat om M1 BoooR Al, ch eee ART HP A MEY 
计算 ,得 


[ze — FCs + ull — 2a)) Cs 2.0) 


= zud, (s,2) + peu LS EO ae) 


= l— fG + e] 
‘aH 
— fis + ull — v2) bse) C10} 
ry 
注意 到 d,(s.2) = HAS fs + OI ,代入 武 (10) ,得 


s+H# 
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rr H sul lo f(s -+ e(l — zu))] 
VGsz,u) Lz fts + #1 — zu))] | s+ AL — zt) 
— f+ xO ~ zu) oCs,x) | (11) 


Suz=2,0< jel) ilef <1 MRD aR 
[z —~ uf Cs 十 l 一 2)) Ws, Žu) 
_ Zu “#1 — f(s + pl az] 
s+ Atl — 2) 
—uf€s + we) — 3) Jo (12) 
下 面 为 了 求 出 Jose), RTO [al <1, lef Aft) 
BY Ar tag SE A tt. 根据 引 理 1, 知 方程 zo=ufts + uil —2)) te 
fw lz|<1 内 有 惟一 解 = = elu) TB EGO 可 表示 为 


8G = Duif eno LO AE) a3) 
per “9 ' 
Hee= dls, an RARA), 48 
J (syn) = Hu Oss) (14) 


s+ ull — tsu) ] 
oR ASP 14 4 A SCL) BY Sé at SE BE OY 的 证 曲 . 


定理 2 XY GI/M/1/ FRIAR St. IL EY tp BOA 
BQ) =>) Do 人 


a— l 
= a—l t 
= Siena Up | [1 = F'™ Crd jdr (15) 
t=] ni 4 
mE 
ls p=] 
lim B) = (16) 
a 
证 明 显然 2G) = [end BC) = Ydo) = Joss 1) , 故 由 
tt a=] 
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式 414) 得 


HO) = GET By an 
AR TES BA OA ee EC oR SAAD SY ee Bt 
1 — é&s,1) 
5 十 1 一 人 (11 
Hod — 
-T+ Peti—n]| 
(18) 


Fw fits +] — 2) =|"e dt .于 是 结合 式 (17) ,并 注意 到 
Fs +1 —a r) -一 r et Fy ;得 
a 


Bu) = Ste Hey > 一 | [1 ~ F@ Cr) dae 0 


a= tT 


eA Sle 1, 得 
limBtt) = limé(s} 


peo ig 
1， pZ] 
=i Gsm 1 ay 1) -Z> PR] 


至 此 定理 2 证 毕 . 


推论 1 对 CGIAALAoo 排 队 系 统 , 在 忙 期 中 服务 FTI I 
率 为 


D;C) = Dolo) = 70) lo (19) 
HOA BEBE BR BA 
J (0,0) = soen, fee{ = 1 (20) 


推论 2 对 GI/M/1/co 排 队 系 统 ;位 期 的 平均 长 度 
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l — + ` ca 
E[b] = | fell D], etl (21) 
29, b>] 
MERER o 内 被 服务 完 顾 客 的 平均 数 为 
ETN,] = (ve — 80,13}, el (22) 
oxy, p=] 


For 800.1) = D [ee A AFO e). 
j=] a ‘ 


$5 输出 过 程 


REIPA T RRE n TARRI RRR RNA na] ,仿照 
第 四 章 $5 的 讨论 : 易 得 到 如 下 的 一 些 结 


定理 1 AP GHM BBE A 

G — pF) GU + eC, pl 

GU), pl 
(C1) 

其 中 户 () 表 示 剩 余 到 达 问 隔 时 间 分 布 ,在 统计 平衡 下 ;有 站 (7) = 

让 一 (x)]dzx ( 见 参 考 文献 [14] 中 的 第 264 页 ) ,而 CGO = 1 — 

ce “之 0 为 服务 时 间 分 布 . 


mpd 一 


定理 2 对 GI/M/Ii/ 吕 排队 系统 ,有 
lim MO A, pal (2) 
tem F H, pel 
其 中 MOAR TE ARENOS: FAROA REMER 
平均 数 ,i 之 0. 
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第 六 章 GI/G/1/co 排 队 系 统 


所 谓 GI/G/1/co 排 队 系 统 是 指 顾 客 到 达 的 间 隧 时 间 序 列 {r. 0 
i} 独立 ,服从 一 般 分 布 六 (1) ,月 令 平 均 到 达 间 肾 时 间 为 0 二 1 — 


[AEO AEN DPR 0 i1 E ASN 
GU) 120, TPAR <E = | eae. 系统 中 只 有 - -个 
服务 台 , 容 量 为 无 穷 大 . 顾客 到 达 时 , 若 服务 台 空 闲 , 就 立即 接受 服 
务 , 否 则 就 排队 等 待 ,并 以 到 达 的 先后 依次 接受 服务 ,服务 完毕 后 就 
离开 系统 ,而 且 仍 假定 到 达 和 与 服务 是 后 此 独立 的 ， 

沪 系 统 比 前 面 各 章 所 研究 过 的 系统 是 更 为 ~- 般 的 系统 ,讨论 电 
来 相对 来 讲 要 困难 些 ,所 得 结论 属 定性 的 较 多 . 


31 队 长 


在 本 节 中 ,我 们 假定 到 这 间隔 时 间 分 布 痛 数 (t) 、 服 务 时 间 分 
布 函数 Co 是 绝对 连续 的 , 且 设 在 初始 时 刻 二 0 BA ES NCO) = 0. 
为 讨论 方便 ; 先 建立 儿 个 引 理 . 

引 理 1 EFEO A x RAER ERTES RA H 

F(z) = Sr (4) < oo 
iij Fx) Hg TESS » EL OT x, 几乎 处 处 有 
F(x) = BF (x) (1) 


证 明 由 富 比 尼 (Fubini) 逐 项 微分 定理 即 得 式 (1). 又 由 十 F: 
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Crd db Ries FC) 220, KRO A As AY RTS. ERO 
并 利 几 F(z) 的 绝对 连续 性 , 即 得 


[Fade = 33 [Fide 
0 jaye 


=F (a) = Fi) (2) 


f=] 


AREER AY EM AZ RRA F(z) 起 绝对 连续 的 . 


io =t i 2l, HX} 20.4 
F cr) =P{o, S 0a +o, S&a Pee +9 SO, 
aga t'e +a >on een Sarh, 12] (3) 


引 理 2 Hero A 
D Fy Cod tk x BERT TE BE PR Re 
2) AFE = DIE) 是 xz HERE H POO) =0. 


TERA DIEDEN PCr) AED 
"(I) 一 on @,0.0,4 6 SO, 
B(x) aa CERERE 
Gy E, E a fo +0, > 0} 
ECE ate shat tt sity) C4) 
其 中 Ft ,的 联合 分 布 另 数 ， 
Sli e 表示 集 !(，)} 上 的 示 忻 函数 , 即 在 集 !… SAE 
其 它 处 取 值 为 0. 
ciel) 5i i) A Re» HF BB ae. H 
DHA ERA 4 PC SRS RR C47) 均 假定 为 绝 
对 连续 的 , 故 式 4) 可 写成 
Fix) 一 ff Hoa d e, to, SO foe ba KO, 
or, + tra 
ot foo, > OF Pty) 
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dd (5) 
HA FRE ie Fe S BS) Ba h E Se BY EP) 


Jt HE EBAY il. 
DAABA F.C = 0. Aim E=. 


Tr 一 4 一 -7 
For) = > P{o, < 90,0, + 4, 0,'*,¢, 十 rre 十 Ty 5 Ü, 
p= 4 


got a a ce oee tr ar? 
= | 
日 (zx) 为 zx 的 非 降 函 数 ,因而 贝 引 理 1 A Coe OP ERE. 


a 

引 理 3 Rr) PoC BCE m On 2) AA: mae 
数 ， Ehz PANES, MREP Pita) * Fir) * oe 
(xz) 也 是 绝对 连续 的 . 

证 明 RR RAIS m= 的 情形 . Baie PO ea Ee A 
Ma 

J 
Pair) Flr) =| l F. (xz — wd, ln) 


=[ F FG — wde dk) (6) 


由 于 F(z) WR RO HA PSO MS 
理 , 积 分 次 序 可 交换 ,于 是 
Fa s F(a) = | [me 一 easy D 


此 式 去 端 过 ee, 因而 右 端 被 积 函 数 为 上 的 可 积 羡 数 ,由 此 可 多 Fier) 
* fatz) 为 绝对 连续 . 


定理 1 Wt GI/G/1/o HARE. 2) = PIN@) =F) Fe 


=A <1, 则 极限 


limp, = Pas 点 = Orly (R) 


FEN Sp, =|. 


k- ü 


证 有 明 DR AS — PAA ABR aA a BE 
& R 的 相继 发 生财 刻 为 六 1 ' 册 易 知 [二 TE TH 
Wi 


rm 一 Farm 之 11 时 有 相间 分 布 ;日 Push, Fy incre aA A 
Flr) =P{r, Sx} 


Px) =P treaty — Fin =F} 
= $ Pio S00, +o, SO, Foe ta, <0, 


t= 1 


te te >On te Hra) 


(9) 
显 见 以 概率 1 有 
ra 一 rm 之 包括 在 其 中 的 性 期 长 广 + 
其 中 最 后 的 一 个 到 这 问 跑 
因此 
上 [ra 一 tal <M EK + + (40) 


当 pLi 时 , 忙 期 的 平均 长 度 所 co( 见 参考 文献 19] 中 的 第 205 页 ), 因 
此 
Elta ~ rn = [rafa <_ co (11) 
q 
现 令 
Q(t) = PING + 7a) = Bahai Tia ths k= O0.1,2,°" 


GA = PIN@ =, >t}, kS 0.1.2.6 
易 知 


Saw =1-— Fa) (12) 


k=) 


[Pis mt T Tmo 这 1} KP De A BB PRY 
* 159° 


ME) = X FD y FY) (13) 


mw l 
ES ro= 9, 出 
PG) SPING) = b} 


= SPINO = kr, St <r} 
=P{N(t) =k >t) 
十 Shrive = Rong) rat xl, dP lr, Sx} 
=C) 
+ Yf Pwa — £T Ëa] 
m=i 
= b Fayl — Fa > t rdPir, <2} 


=C) + > | ae — 2d FOP (a) x FOr) ] (14) 
iF 


fh Pin Sah Pld Gp or k tor) aaa 
Foul r)a Fr), FO Cr) = 1. 0 
但 由 (x) 的 绝对 连续 性 , 据 引 理 3, 所 有 "D(x) x Fz) 对 + 
HE, HIERE ml AUL PAAA [ETO (a) x PCa) 存在 
因而 结合 引 理 1, 得 
pelt) = CQ) + | aa -rd MC) 015) 


下 面 验证 满足 Smith 关键 更 新 定理 6 见 附录 中 第 七 ?的 茶 件 ， 
DIRIS 显然 成 立 ; 
DAF O<eaW<)—F OO), Bp ash (9) ,得 


0 | acer = [T — FU) Jd = [Fen < oc; 
Č D {t 


3) lima < limP fray, — Fna >t} =À 
i= Ee far 


BPA 
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limat = 0 
4) 由 式 (9) 及 引 理 2 OF Cr eee FOO=0; 
5) tC) A [rd (2) x ww. 


于 是 
， ] ow 
py = limp, (D = -| C1 de 
7 | TdF grj” 
Q 
存在 . 
> py 一 一 一 l | [Oa 
fed | xdr) ”’ + 
J 
] = = 
= . 1— È oy = 1 
| td F(x} Mi 
至 此 定理 1 证 毕 . 


82 等 待 时 间 


令 为 第 于 个 顾 寄 的 等 得 时 间 , 则 易 知 
wW = maxtW + Xa — Tu:0). m= (1) 


Tye A 
w V m = Xoin To WY 
= max(W, 十 Vas mol (2) 


AAA omal) ARO el Sp a ELV, | 
co 其 分 布 国 数 为 


Va) 二 [co + zydF (x) (3) 


于 是 等 待 时 间 的 分 布 函数 为 
Wo E) =PiW, 
=P(W, +V, <2} 


SE} 
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=| Wan Cio rjdV lr), mel C4) 


由 此 公式 知道 ,只 要 第 一 个 顾客 的 等 待 时 间 Wi 的 分 布 Wa OR 
则 由 此 递 推 即 可 求 得 所 有 顾客 的 等 待 时 间 分 布 .下面 讨论 其 极限 分 


Ap. 
定理 1 XJ CL/G/L/OREM RB RHET 1220. RRR 
lim W, @) = W0) (5) 
存在 ,有 积分 方程 
Wi) = | Wa — xr)dY Cr) (fi) 
而 用 
D4e=1 时 ,是 了 (与 G6 为 定 长 分 布 时 ; WG) = Wt: 
2) 当 P11 时 W020 
3) 4 excl 时 ;W (0 为 一 概率 分 布防 数 . 
证 有 明 D34 e=] HEOC AEREA t. M 
Pirn = Kw 一 常 Pr = -= ] (7) 
FRAC 4) BUA 
Wf = Wen (i) ， ml CR) 


此 结论 是 显然 的 ,但 此 时 极限 分 布 与 初始 分 布 有 关 ， 
2) 当 061 时 ,为 简单 起 见 ,假定 Wa 一 0, 即 在 初始 :一 0 时刻 系 
统 内 无 顾客 , 显然 


Wai, =max(0,W, + Vai) 
=—max(0 Vi WW, , t Vaaa + Vaid 


= max (0, Vna Va H Vmr Va E Vaa 

Poe H Vg Vna + Vaa bo V WD 
=max l0, V mg m- + V mogat aV mi 十 Vos 
foe $V Vy Vag bo bY) C9) 
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记 
Io =O = SIV. ae 


则 
Wa (O = P{ max (m) Se} (10) 


由 于 事件 {max (rele m 为 单调 非 增 序 列 ,因此 对 任意 
Ria O.W, CORT m 为 单调 非 增 , 且 有 OSW, OSDL TER 
据 单 调 有 界 必 有 极限 , 知 lim WC) 存在 . 然后 在 式 (4 两 边 , 令 m 
RREA). 

TA WOA ¢ BAE D SERER AT E A, HOY o WE) 


$ p>. BP ELV, >00, a Ke JLF AAE 
Hyn 


lim 42 = B[V] > 0 (11) 
Rj 
lim? | Fe = BLY] 
TIERRY m. SLT Ab Bb fy 
Yn > mE] => 9 (12) 
故 对 任意 1220, 


=p] (J N Chm > SmELVD | 
上 =- 1] m -4 
=limP | A Oe > BmETV,D) | 
koe mot 
<P Soph, >t} = 1— WAG) 
Fk. “4 e> AE We) = 0 对 任意 上 成立 ， 
E p<, A) ELV IO. RARE HE LRA A 
lim in 一 = E| V] =Z 9 
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Ep 
limp{ J= = 二] l (13) 


于 是 ,对 足够 大 的 mm, 几乎 处 处 有 
Ga ZO (14) 
Bp 


1=P{U Na, <0} 
是 -1 m=+ 

=limP{ N Cn <0} 

故 对 任 给 的 上 >0, 存 在 正 整数 ho 使 得 

PEA Gm <0} > 1-4 (15) 
m ha 
男 一 方面 ;出 于 
PIV <th=V@= | ea 十 zydF (x) 
局 


为 概率 分 布 男 数 ,从 而 P aat E A E A PG=), FE 
上 上 面 圈定 的 如 ,存在 避 >0, 使 得 当 达 后 时 ,有 


如 一 1 
PUD Gia <0} > 1 一 三 G6) 


AARD B16). BEES e0, FTE OO. te, h A 
We) >P{ A Cn < 3 


-pf On < £) + p| A n XS D) 


kml an 
-PIEN me <OTUCA SDI) aD 


pa 
PLD Gn KO) SP A Om < | (18) 
故 对 任意 eo 0. >t NA 
E È 
Wi) 21 -f+tl-p-l=i-s (19) 
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FA i 
limW a) = 1 
至 此 定理 1 证 第. 


需要 说 明 的 是 , 当 pz 了 关 1 时 ,定理 1 的 证 明 是 在 假定 :一 0 时 系统 
内 无 顾客 情况 下 完成 的 ,但 实际 上 这 个 条 件 是 可 以 去 掉 的 ,也 就 是 
说 , 当 p 天 1 时 ,极限 分 布 Wt) 的 存在 是 与 初始 茶 件 , 即 初 始 分 布匹 
美的 ,而且 当 6 一 1 用 天 (的 与 G 人 的 不 全 为 定 长 分 布 时 ,极限 分 布 Wi 
COW TPE FEA W 的 王 95 见 参考 文献 [9] 的 第 193 HOD. 另外 ,对 
GI/G/1/ REBAR BE Little 公式 是 成 立 的 ( 见 参 考 文 献 [ 86]、191 I. 
[123])， 


下 面 作为 积分 方程 (6) (该 方程 称 为 Lindley 积分 方程 ) 的 一 个 
应 用 ,我 们 来 推导 Mi/G/1l/co 排 队 系 统 中 关于 等 待 时 则 平稳 分 布 的 
Fh Pr oe — EAR. 

BE pci Fie) =1-e 20 A 


V(r) = ie aex + od (209) 
HAER THE 
Ñ (zy = 上 W(x -~ wd¥ GO (21) 
mj 2<l0 时 ， 
W(x) = | | _ eW, Cæ — dG + pg 
HELT fh 
=f | eer OW (y dG Cw) dy 
yet Pry 
=c¢*e* (22) 


其 中 =a] fe MW, Oddy 是 与 < 无 关 的 常数 
yet oe 
He R21) Bit har FE ae Bh — FB) Bh By ER g 
B edW (x) =|" ef dW Cr — dV Cw) 


* 165 » 


eT ile dW Cr 一 H } 


=| edv (ud | 


=w] edir}, Hls) > 0 


HE w,(s) = 上 e "dW Cz). 
由 于 当 20 Wo SWC), HARE). 


0 Mar 
| e~7dW Cr) 一 | 


一 :5 


on 
e 一 (rar 
a 


cra 


= » O<< 270s) <0 A 
A--§ 


os 已 四 ， 
| e dW (x) =| _e dW, Cr) 十 | eT dW, ET) 

全 a 0 
=W,(0) 一 W,@°) + [ened a) 
=— ¢* + w,C5) 

H x0 (200 48 
上 eo" dV (2) =a" [endea + rydt 
— ot exit G 


=1) ede ett Ode Ca + 7) 


D 


E, OL RG LA 


其 中 &(3) = Perea) OR EMS RRA C23) ,得 


wis er {1 — AON, O SCs) <wa 
s 
& +0" ,并 注意 到 

1g) 1. d _1 

im ln I= y 


即 得 ce* ==1 一 Pp; 于 是 


《1 一 pis 
wi) = TAT gt] 
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(23) 


灶 O<A(s) <A BE PRET IE. BSR (25) Ht AGO 成立， 
HRD BRR Fh FE — EER ASK. 


§ 3 He Ea 


在 排队 系统 的 研究 中 ,对 于 比较 简单 的 系统 ,一 般 说 来 能 够 求 出 
其 数量 指标 的 分 布 或 均值 .方差 等 精确 结果 的 明 昆 表达 式 , 但 有 的 表 
达 式 过 于 复杂 ,或 涉及 拉 普 拉 斯 一 司 梯 阶 变换 . 母 男 数 的 反 演 ,计算 
非常 复杂 ,不 便 实际 应 用 ;而 对 于 较为 复杂 的 系统 ,往往 很 难 求 贞 明 
显 的 表达 式 , 因 下 ,为 了 实际 应 用 的 需 邓 ,人 们 就 从 不 同 的 角度 去 探 
索 各 种 近似 求解 的 途径 ,逐渐 形成 了 排队 系统 的 逼近 理论 . 目前 处 理 
这 类 问题 主要 有 两 种 方法 ,一 种 是 近似 方法 :用 较 简 单 的 模型 去 近似 
复杂 的 模型 ,或 用 简单 的 随机 过 程 去 逼近 复杂 排队 系统 的 基 趟 随机 
过 程 ,或 利用 现代 计算 技术 ,特别 是 利用 计算 机 工具 作 数 值 计算 ; A 
一 种 方法 是 数字 模拟 (仿真 直接 求 数值 解 ,其 思想 起 把 各 种 问题 ( 数 
学 .物理 .工程 .等 理 等 ) 与 适当 的 概率 模型 的 某 些 数学 特征 联系 起 
来 ,然后 用 计算 机 实现 统计 抽样 求 数值 解 , 应 用 摄 为 广泛 :特别 是 实 
际 中 那 种 大 型 .复杂 的 问题 ,无 法 用 解析 表达 式 描述 时 ,模拟 求 其 近 
但 解 尤 为 有 效 . 

下 面 考 虚 GI/G/A/% FE BA RB St AS — 2S Ba nea. 假定 <1 H 
系统 已 处 于 平衡 状态 . 


定理 i( 平 均等 待 时 间 的 上 界 ) ot GI/G/1/eo FRA RSE A P< 
1 HY; 


ELW,] Pe a) 
其 中 DLX] 为 服务 时 间 的 方差 ;DLrj 为 到 达 间 隔 时 间 的 方差 ， 
证 明 ”对 任意 实数 工 ,定义 
rto= maxlr, 0), x = (~> x)! (2) 


则 易 知 
“157， 


r = gte a, = (rt + te Y (3) 
于 是 
Wa, = (Wy + Va? (4) 
AAV Xn — te BOW, 与 Va 独立 . 因而 利用 式 (3) ,得 
ELW, ] =ELW, + VY] 
=E(W,+V]4+ ELW, 十 了 )-] 
于 是 
— ELV] = FTW, + V)77 (3) 
再 由 式 (4) HARROD W, SV, 的 独立 性 ,得 
EW] =EL(wW, + Vt} 
=E((W, + VE] — ERW, + 40-7 
=E[W}] + ELV?) + 2E[W,]- ELV J 
— ELW, Hy F 
Kp 
E[V?7] + 2e[W,]- EEY] = ERW, +VOF (6) 
将 式 5 的 的 两 端 分 别 减 去 式 45) PG AY» Ta 
DIV] + 2E(W]- E(V] = DLW, -+ YY” 


HJ 
T i — F i. y — 
ELW, | — As Pind + Dig PEW, +L (7) 
hfe 
` D -+- D 
eiw ga. Pdt Dle 


定理 2 平均 等 待 时 间 的 下 算 ) HGG ce 排队 系统 , 当 2 
1 时 ， 
ELV) I 
2(1 ~ p) 


iE FW 0. RW FV SV ,于 是 利用 式 (3) 与 式 
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< ECW, ] (8) 


(5) ,得 
DLW, EV] =ELW, + VTE — ELOW, 4- VE 
SELU yY] END 
=D|¥V]— ELVt+) ] 
= DEX] + DOr] — EV+] (9) 
(RAR) ,定理 2 即 得 证 . 


对 于 P11; 但 p 王 1( 此 时 称 系 统 处 于 饱和 状态 ) 及 Pp 宇 1( 此 时 称 
系统 处 于 过 饱和 状态 } 的 情况 . 下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 等 待 时 间 的 
渐 近 分 布 , 读 者 可 见 参 考 文献 [9] 中 第 279 页 至 第 294 页 的 内 容 . 


定理 3 Xt GI/G/1/oo HERR. A 
1) lim [inf E (V5 ] => 0; 
pl 
DFE >t fE ELMO IST 一致 有 界 ; 
DEL H LET eo - BF 
则 

lim PAW, 二 人 一 1 一 ee 之 0 C10) 
rel 


其 中 为 = Pet ant 为 服务 时 间 ;r WAL EA HSV — ar, 


根据 式 (10) ,如 果 我 们 取 p<1 但 p=, g] 
201-4) 2(1 — p) 


MDE] + DEG + (fm yy APLI + Dir) 


因而 当 ecl, H A joa heir 1 时 ， 
PW, St} =P{AW, E Ag} 
a] — e7, 4220 (11) 
x REAL EE AAR AS TERE ES Pd ED a» RAF I E S 
渐 近 公式 为 


Ay 一 


> aa. Plx] + Plr] 
ELW, ] =À aC =p) (12) 
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式 (12) 与 式 (1) 比 较 ,可 知 在 饱和 状态 下 , 式 (12) 作 为 半 均 等 待 时 间 
的 上 界 , 其 误差 最 小 ， 


定理 4 Xf GI/G/1/ooffM RK. O<P=N[ yr], 
DÆ o=1, 0) 


W, 
im P| — m <+] 


Fie on oO 7 
Sp ， (13) 
_ zf p43 dz, fo 0 
— 由 
0， 1 一 0 
DÆ 2>1, 则 
l wW 一 《 L — i Jri | 
limP< BA = ¢ 
oe afm 7 f 
=== e— dx (142) 
Og o a 
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第 七 章 AANG 


831 串联 排队 系统 


所 谓 的 串联 排队 系统 是 指 系统 由 毕 联 的 各 个 服务 台 组 成 , 蜂 客 
必须 依次 通过 每 个 台 的 服务 才 算 服务 结束 . 例如 生产 流水 线 或 装配 
线 , 工 件 必须 通过 一 系列 的 工作 站 ,每 站 执行 给 定 的 任务 ;里 体检 查 
必须 通过 一 系列 阶段 等 ， 当 顾客 在 本 闻 服 务 结束 后 , 如果 发 现下 一 
站 是 空 着 的 ,他 就 马上 进入 并 接受 下 一 站 的 服务 ;但 恕 米 下 一 站 是 全 
的 , 那 就 分 两 种 不 同 的 情形 ;1 走出 本 站 ;加入 到 下 ”站 的 等 待 队 全 
中 (在 下 一 站 有 等 待 的 前 提 下 );2) 停 留 在 本 站 ,使 得 本 站 不 能 对 后 来 
的 顾客 进行 服务 ,直到 下 ~ 站 有 等 待 空间 留 出 为 止 ,此 时 就 破坏 了 本 
站 的 服务 . 为 方便 ,我 们 仪 考虑 由 两 个 服务 台电 联 组 成 的 串联 排队 系 
统 , 第 一 种 情形 为 两 个 等 待 空间 均 无 限 的 ,第 二 种 情形 为 两 个 空间 均 
为 1 的 ( 即 不 对 许 排队 等 行 ). 


L 两 个 等 待 空间 均 无 限 的 串联 排队 系统 


假定 输入 是 参数 A> O 的 Poisson 流 , 顾 客 到 达 后 先 由 第 一 台 服 
务 , 之 后 再 进入 第 二 台 服 务 , 第 二 台 服 务 完 后 顾客 就 离 去 . 设 第 一 全 
与 第 二 台 的 服务 相互 独立 :分别 是 参数 上 和 占 的 什 指 数 分 布 ,并 且 
与 到 达 过 程 独立 

我 们 说 系统 在 时 刻 上 的 状态 NOS pD 蔡 此 时 第 一 台 其 等待 
的 顾客 数 与 被 服务 的 慧 窜 数 之 和 为 二 而 第 二 台 前 等 待 的 顾客 数 与 
被 服务 的 顾客 数 之 和 为 疡 则 很 容易 证 明 {N (2) ,1 之 0} 为 状态 空间 
{G.j)i.7=0,1.25°) LW ROE. 

by 

PG 36) = PIN, G) = i NG) = j} (1) 
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其 中 和 NC wa 分别 表 示 在 第 一 台 、 第 二 台 的 顾客 数 , 几 
(EOE + At) = (1 AA £(0,0;2) + ratpf0 lr) 4 on): 
POI + At) = AAtpG ~— 1,032) + C1 — Aart pA pi, 057) 
十 po At pG 1532) + oCAt), i > 0; 
POs fst + AL) = we Ato(1,7 — 1569 0 AAt — St) p 00,530) 
+ Atp +130) +0f(AD, f > O; 
PG sist + St) = AAPG ~ jst) + C1 — AA — pat — 72, AD). 
PGJ) + tp + 1.7 — 138) 
+ Atp 136) + olar, ip > 0 
KMA LE S1 的 讨论 , 移 项 后 除 以 Ar. FES A 一 0, 即 得 在 0; = 一 
< 1 三 12 下 ,系统 的 统计 平衡 方程 
Ap(0,0) = p01) 
CA + PG ,0) = Api — 1.0) + poh, 1), io 
CA+ wy) p00.) = apil — lL tywap.,+1), fF > 0 
(A + ay tye pG.y) = ApG — 1.7) + wp 1,7— 1) 
veep yg Fld, fp >D 


(2) 
其 中 plij) =limp ,jit) sij. 于 是 利用 正则 性 条 件 
SEG = | (33 
方程 (2 的 解 为 
pG, = O — oD — Ppp ij BO (4) 


根据 式 (4) ,第 一 台中 等 待 与 被 服务 的 顾客 总 数 为 i 的 概率 等 于 


= DGD = = ee i= (5) 
第 二 台 中 等 竺 与 被 服务 的 顺 客 总 数 为 ) 的 概率 等 
= eG = (1 — PP jz 0 (6) 


由 此 可 见 ,第 一 台 an os A BAe RAR or AD. CIM RRS 
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为 4 的 Poisson 流 输入 的 单 服 务 台 系统 的 结果 相同 . 进一步 可 证 明 ， 
等 待 空间 均 无 限 的 个 M/AM/1/co 型 的 电 联 排队 系统 与 上 述 有 类 似 
的 结果 . 


2. 两 个 等 待 空间 均 为 零 的 串联 排队 系统 


BREIE SS ACoA] Poisson 流 , 各 台 的 服务 分 别 是 参数 
fo 和 pa 的 负 指 数 分 布 , 且 各 台 的 服务 是 独立 的 ,与 到 达 过 程 也 独立 . 
由 于 两 个 台 均 不 允许 排队 形成 当 第 ~- 个 台中 有 一 个 顾客 时 ,天 来 的 
顾客 就 自动 离 去 ,于 是 系统 有 如 下 五 个 状态 : 


(0,0) :表示 系统 全 空间 

(1,0) :一 个 顾客 在 第 一 台 接 受 服务 ,第 一 台 冠 闲 ; 

(0,1) :第 一 台 空 用 ,一 个 顾 容 在 第 二 台 接 爱 服 务 ; 

(1,1): 第 一 ,二 台 各 有 一 个 顾客 在 接 党 服务 ; 

(6b;1) ;一 个 顾客 在 第 二 台 接 受 服务 ,在 第 一 人 台 的 顾客 已 服务 完 
成 ,但 正在 等 待 第 二 台 变 为 可 用 ,这 种 情形 我 们 称 第 一 台 
Bh TRARA. 


Hy TR A PRY. A ABE TET Pa A AY 
Ap(O,0) = pop C0. 1) 
wpCl.0) = Ap 0,0) + xe pst) 
(A+ py) pCO,1) = wy pCi.0) + wept.) (7) 
Ce, F ee) pO.) = Apco,)D 
ep.) = mPa.) 
后 面 四 个 方程 相 加 ,可 得 出 第 一 个 方程 ,因此 先 把 46,0) 当 作 参量 ， 
解 方程 组 (7) ,再 利用 正则 性 条 件 即 可 定 出 p40,0) ,这 样 各 状态 的 半 
衡 概率 为 
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A 


(1,6 = + 
P ) 2,€1 + mt p ) pC0,0) 
£O,1) = p pCO, 0) 

APs 

(1.1) = ———9,(0,0 
P H 十 fe p00) (2) 
pb,1) = S, 

' p a F p PY 


_ Ap, ip; 1 
p(0,0) [a + LF Xe, 十 p) + Ple, + pg) ] 


Hos m=e MN, RSS SE RAA ARO E 
均 数 为 


4p? -|- Ap 


AD., + pC1,0) + plb,0) + 2pC1,1) = Se +4p +2 C9) 
fem ZF Al RFS AS BS SO SY HE 
. _ 3p) + 20 
PCL.) + pb, bid pcl,ly = 30° dpb 2 C10) 


其 中 p= 2M pa oo tt RRR BAER 


HAE AA = (NIRS GB. 

AT BERS AB A Rb OB — f HR LT A 
增加 第 二 台 多 许 排队 的 长 度 ( 即 增加 第 二 台 前 的 等 待 空间 ) 来 实现 ， 
例如 ,车 允许 在 第 二 台 前 有 一 个 顾客 等 待 ,其 它 假设 不 变 , 那 么 现在 
系统 的 状态 为 :(0,0):， 0,1), 00,2),01.0)-01,1).01.2), 6.2), 
中 2 表示 第 二 台 是 忙 的 ,县 丰 一 个 顾客 在 第 二 人 台 前 排队 等 待 . 在 统计 
FH E EAT Coa = fz) = 


o o Ët _ y 
POD = TT BT „p2 


Ap’ + Bo 十 9 十 1 


_ eo t+3e* + de 
PALO) = e got F Op + 4 


Cis) Sr La 


“1746 


(1,2) = 六 人 2) = 一 一 一 一 一 一 
P 六 人 2] 4o +t BE + DotA 


4+ p 
| 4e°+ 8p? + 99+ 4 
HRH 4 p= ooh, RAE 6 ERTS RETA 


ASE AU DAR gk UAB BOR SH HBA EE 


l 
12` 


3 2 ”有 优先 权 的 排队 系统 


在 通信 系统 .电子 对 抗 系统 .计算 机 的 中 灯 系 统 中 , 某 些 顾客 ” 
类 必须 获得 优先 服务 ,这 种 排队 系统 称 为 有 优先 权 的 排队 系统 . FE SE 
有 优先 权 的 排队 系统 中 ,具有 较 高 优先 权 的 顾 窜 先 于 共有 较 低 优 寺 
权 的 严 客 获得 服务 ,而 不 管 他 们 进入 系统 时 间 的 先后 次 序 , 具有 优先 
权 的 排队 系统 存在 两 种 基本 情形 :强拆 ( 百 ) Ap EB CD EBA A 
统 . 在 强拆 情形 下 , 当 一 个 顾客 正 存 接 受 服务 时 ,一 个 具有 较 高 优先 
权 的 版 客 到 达 , 则 立 如 中止 正在 进行 的 服务 工作 ,间接 服 务 新 到 来 的 
顾客 ( 设 同 类 优先 权 的 顾客 按 先 到 先 服 务 规则 ) ZEBRA Ps 
-一 个 所 有 较 高 优先 权 的 顾客 到 达 时 ,即使 正在 接受 服务 的 顾客 具有 
较 低 优先 权 , 新 到 的 顾客 必须 等 符 正 在 接受 服务 的 顾客 服务 元 成 才 
能 被 服务 . 对 强拆 型 ,又 进 - 步 分 为 强拆 继续 与 强 挤 重复 排队 系统 ， 
车 被 中 断 服 务 的 顾客 ,已 服务 过 的 时 间 有 效 , 再 次 接受 服务 时 ,从 中 
止 点 继续 进行 服务 , 则 称 为 强拆 继续 排队 系统 ;大 已 服务 过 的 时 间 雹 
效 ,再 次 接受 服务 时 ,顾客 从 头 重新 开始 接受 服务 , 则 称 为 强拆 重复 
排队 系统 . 

对 具有 优先 权 的 排队 系统 ,分 析 起 来 比 相应 无 优先 权 的 排队 系 
统 要 困难 些 , 但 在 考 嵌 排队 系统 的 费用 模型 及 最 优 设计 中 ,优先 权 的 
考虑 是 极其 重要 的 . 下 面 我 们 只 考虑 强拆 型 的 MAW717ee 优 先 权 排 
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队 系 统 ,而 较为 一 般 的 优先 权 排队 系统 分 析 , 读 者 可 参见 参考 文献 
[69]. 
(LE A PAS ee A. BW BS SS Oh We e OA, 和 
A; 的 Poisson MENA 两 类 顾客 的 服务 时 间 分 别 体 从 参数 为 x A ee 
的 负 指 数 分 布 , 且 第 一 奖 有 强拆 型 的 优先 权 , 到 达 与 服务 是 相互 独立 
的 , 由 于 服务 时 间 是 负 指数 分 布 ,因此 下 面 的 分 析 对 强拆 继续 型 和 强 
拆 重 复 型 的 系统 ,其 续 果 都 是 一 样 的 ， 
我 们 说 系统 在 时 刻 上 RENO = G D I REY i T 
第 一 类 顾客 和 i 个 第 汪汪 顾客. A ERA NG) te 0} ERE. 
令 
PEO = PING) = G. j)? 
MIESTA ta= +4 f <1 NY 4 PT E 
(A, + A.) p(0,0) = 24 f01,0) + pp l0,1) 
CA, tA a) pG.0) =ApG —1,0) + mpG+1,00. i> 
CA, tA, + DPO = ALOG 1) +400.) 
+ mpl,- 1), Ford 
CA. + A +t mPa.) =aApu — 1,7} t ApJ 1) 
+ yp tijh ij > 0 


C1) 

其 中 eG.) = limps jst), inj aed. 

yes FEAL) STARE AR: 
Wiz) = Spier jz] <[ 1,620 (2) 
jo 

V(rn,z) = ALOT. = 53 SG, wzi, jel Zijl <1 
办 a C3) 
301) B= Ay RR RAR MA 1 Blok Al. FEL 


一 个 方程 ,经 整理 得 
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[a+ Ast] — z) + el — L) jrs 


=n (2) + pull — =) p@,0) (4) 


KODA PA BRD 2 ,然后 对 了 从 1 到 ce 求 和 ,再 加 上 第 二 
个 方程 ,经 整理 得 
[A +40 —2) 4+ 24 IMD) =A (2) Fay), Sl 
C5) 
Fl! RAOK SE 从 1 到 2 求 和 ,再 加 式 (4) ,经 整理 得 


Wlu.2) = 4 


, [a — we U — uE) + wd ~ 2): zup, 0) 
W — fA ta ta — DHH 


C6) 
at spt 
Aw -- [A Fay Fad — 2) Je + n, (7) 
fi lel <1 内 有 惟一 零点 4 二 wtz). 事实 上 ,在 jz 一 1 上 ,有 
[Aet + yy | Sea, Foy A, + ye + 4,0. — 2) 的 实 部 
Sja ta +t adi — 2) 
=—{[aA, |} a4 +401 c aelel, lel <1 
因而 由 揽 变 函数 中 的 颂歌 定理 , Au? toy [Ata $a — 2) Je 
与 [为 十 二 十 为 (1 一 z) jz 在 |#| 达 1 内 有 相同 个 数 的 零点 , 即 式 (7 在 
pe 之 1 内 有 惟一 和 解 # 二 wtz)， 
把 式 (7) 在 单位 圆 乔 , 即 |x| 宇 1 ARIA ee, Cz), M) 
Am HAC dV be $A = 2) = ae 
wlz) = a 
(83 


Atm $A, — 2) +N TA +H A Ad — 2) — dayne 
wtr) = 3h, 


(9) 
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由 于 xz 一品 (se 为 式 46) 分 母 的 霉 点 ,而 更 (ez 在 ]z| 近 1,|z| 扫 1] 
内 收 敏 , 故 z=wfz) 必 为 式 (6) 的 分 子 的 零点 , 代 人 分 子 , 即 得 


pa 一 aocDpO 
(2) = Ti — wd] — mC — zw) (10) 


将 此 式 代 人 式 46) ,并 注意 分 母 可 表示 为 
Aw? — [A + 44+40 —2)]e +e, = Ale — aote) Je — (2) ] 


C11) 
即 得 
Wu, — n gitl — z) pC0.0) 
2) = FT we mell — 22) ] pal ~ 2 eed} 
(12) 
由 式 68) 和 式 49) 可 得 
al 一 1，mG E s> 
] ‘ial 
it A 
d ， 
gjyle] l 一 mA 
于 是 将 式 (12}) 两 端 取 极限 4 一 1,z 一 1, 利 用 洛 必 达 法 则 ,有 
i= gp 
ts fla 一 Ar T A 
因而 
p00) 二 1 一 fy 一 Es (13) 
代 人 起 (12) ,并 注意 we ,Ce = GE = A BG Gee) 的 最 终 
1 1 
AIRIA 
Peuz) =—— 1 = A ZDA o el) 


[ouo — 1], [1 — ote) Je 0 wz) | 


(14) 
WR eA RT RIH A Gs) e720}. 
+p. 5p. ,分别 表示 系统 中 有 + MEERA TLR 
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客 的 摄 率 ,而 它们 的 概率 母 冰 数 分 别 为 亚 (a1) 与 下 (lz), TEE 
在 起 (142 中 令 * 一 1， 使 用 洛 必 塔 法 则 ,得 


1—e = igi r 
EuD = 本 = 20 一 PPM (15) 


因而 
pp = 1 — PA. FO (16) 
这 结果 与 只 有 一 类 以 为 参数 的 Poisson 流 输入 .服务 时 间 是 参数 
m 的 负 指 数 分 布 的 单 服务 台 等 待 制 M/M/1/% 系统 的 续 果 相同 ,也 
就 是 说 ;第 二 类 顾客 的 存在 对 县 有 强拆 优先 权 的 第 一 类 顾客 来 说 不 
发 生性 何 影响 . 
另外 ， 
W1.2) = fl — g, — 2) — z)wls} 
(pte) —1){ #401 — wade — = 2) w(x) | 
(17) 
与 上 述 情 况 不 同 ,第 一 类 原 客 的 存在 对 系统 中 第 二 类 顾客 数目 
的 分 布 是 有 影响 的 . 此 时 式 (17) 对 = 求 导 , 然 后 令 zx 二 1, 即 可 求 得 第 
二 类 顾客 的 平均 数 


ie — Pe . PaPa oO 
Dit =I a EE 


$ 3 成 批 到 达 的 M*/G/1/o 排 队 系统 


考虑 这 样 的 成 批 到 达 系 统 :1) 到 达 间 随 序 列 tr ed) ae BS 

数 4 的 负 指 数 分 布下 (一 1 一 e-*,12>0, 基 批 与 批 之 间 的 到 达 是 参数 

4 的 Poisson 流 ,但 在 每 一 到 达 时 刻 不 是 到 来 一 个 顾客 ,而 基 到 来 一 

HEA, SHEER A AUR BLE E H PES k} = a Pa, : 

a, = a <i co DRRR MET BU BTS BS ARS E TAN 
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1) 独立, 同一 般 分 布 G0),t 实 0, 记 平均 服务 时 间 为 0 << r 一 


站 Gt) < oo ,3) 系 统 中 只 有 一 个 服务 台 ,容量 为 无 穷 大 ,顾客 到 达 


时 , 阁 服 务 台 空 闵 就 立即 接受 服务 ,否则 就 排队 等 待 . 在 同 批 到 达 的 
顾客 中 , 服务 顺序 是 任意 的 ,在 不 同 批 到 达 的 顾客 中 ,服务 舌 序 仍 按 
先 到 先 服务 的 规则 ,而 且 仍 假定 到 达 与 服务 是 签 紫 独立 的 ， 

对 于 这 样 的 成 批 到 达 系 统 , 仍 令 &8 表示 从 一 个 顾客 开始 的 系统 
H. Aa 


BQ) = Plb<t}, 6G) = eat 


定理 1 Ht M*/G/1/ooMH BARA, BA) > 0, Mb A 
程 
z = gls + à — AACz)) (1) 
Ele <l ABIE — AE E 


limB (t) = lim b(s) 人 PS (2) 
= [Im § 一 
roe iD 十 <] p> 1 
1/6 一 Aa), po 1 
Tb] = (3) 
Elb] loo. pel 


其 中 , p = AG) = Vra; o BWR r = gA AAC) EO, 
b= 


1) 内 的 最 小 非 负 实 根 ;，g(s) = J eaco 


证 明 ”注意 到 是 成 批 到 达 , 完 全 类 似 第 四 章 $ 4 中 定理 1 的 推 
证 ， 


定理 2 xt M*/G/1/oo MHRA RH. FAC) 0. A 
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b(s)L1 — g(s + A)] 


29) = GT Hg Fa (4 
S O 元 Grane Us 2) 
WO SFC TD A nck N CC) Pe 
i) 
+ cere Bs) horeta 
— mEt] ves -etaz Cat) 
py; K Ora ane rr aco), 
Jol (5) 
Hp, milk] = m 十 + omy; > 一 ye SD Hnt it ee + 
malt j= ;—1 而 1 一 1 | 
ty = j — |1. 


WEAR ixr RAR ETCH E PA — ARIES A BY AR FH Eo 
表示 在 X 内 到 达 的 顾客 批 数 , 设 第 i 批 的 顾客 数 为 ,1 二 0,1,2,*… 
v 我 们 把 在 x 内 到 达 的 顾客 称 为 “第 一 类 顾客 ,在 第 一 类 顾客 以 后 
到 这 的 顾客 称 为 第 二 类 顾客 ” 因为 系统 的 忙 期 长 度 和 系统 中 的 顾 
客 数 与 服务 顺序 无 关 , 所 以 可 把 服务 顺序 重新 安排 如 下 : 

象 先 批 与 批 之 间 到 达 的 顾客 仍 按 先 到 先 服务 的 规则 依次 进行 服 
务 ,其 次 在 每 批 中 ,服务 按 第 四 章 $2 中 定 理 1 证 明 中 的 服务 顺序 进 
行 ,于 是 忙 期 8 BY Ra 

b = XL, tee + Ly + Lap tee + Lara toe t+ Layee 
(6) 
HE; al A Ah ae Pe oP A. A o M Xs (oilh Tah 
L HETE iSl ee AX. 同时 每 个 上 的 分 布 为 BO), 
im A oO thet POL pee tLe yp =H 0. Tie 
QQ) = PIX fy oe + Berege oe ez QNG) = j} 
=P{y¥> 1S 0s NO) = j} 
+ PIX SX + Li toe + Le ag te 0; 
NG) = f} (7) 
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因为 到 达 是 蒋 松 过 程 , 所 以 当 X 结束 时 ;可 以 认为 工 | 十 … 十 
z5+…t5 是 一 个 新 忙 期 开始 , 且 开 始 时 系统 中 有 所 十 和 十 所 个 顾客 ， 
于 是 

Q@ 二 PIX 之 之 0; 生 在 愉 ,tj 内 到 达 7 一 1 个 } 


PUL, 二 二 paGCr) 
(8) 
由 于 是 成 批 到 达 , 所 以 当 ;一 1 时 , 式 (8) 中 第 一 项 为 
fl — Ga) Je * = Gine (9) 
p>] 时 , 式 (8) 中 第 一 项 为 
DUP (x > +> nt CO.) aA We toe + b= 7-1} 


il _ f 
See oo 
:= lei J=7-1 


而 且 对 j 社 1, 式 (8) 中 第 二 项 为 
3 per a Den” 


k=? my=1 


eP{L, 十 + Lag > t — rN (t r) = do) 


(11) 
由 于 每 个 元 SIH RARE. BR RS 
顺序 的 重新 安排 ,系统 在 时 刻 :一 x 的 顾客 数 等 于 在 系统 中 第 一 类 
顾客 ” 数 加 上 “第 二 类 顾客 " 数 , 雪 此 
PEL, fe 4+ Lay >t NG — a) 一 FA 


-ŞIP tb +h, >t zs 


Lyt e + Let aNG ar) S] — mlk] +r} 


mik] 
= D Rimmin a — x) * BP G — r) (12) 


其 中 ， Y JLo N, QO ==0;“ ”表示 卷 积 运算 . 这 样 , 当 j 二 1 时 ,有 
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QG) =Gae* 


ad oa 


+N ‘Da a, 


f Az) 


a 


(13) 
RL 变换 ,并 注意 到 66) = 一 g(A) 即 得 式 (4). 其 中 A 二 5s 十 4 XAACB 
{s)). 


x> 时 ,有 

1™1 , 

Q, G4) =) >) Am Aa GE) (At) pu 
r=] me[ 门 =# 一 ! 1! 

on Oma ， (Ar) i 
+ D De Donnan, Bi = (14) 
mk] 
> Qy-mteper lE — ax) * BPG rdGcr) 
r= | 
ERE L 变换 ,得 

# 一 1 

q; {5) =>) > a. va, | ea) 一 全 一 GO" g 
i=l mp Joj ‘Jo 


yy 


kml =l 


iani [==] 
an oon Ota 
Seq, ee 
mo] 0 


à k mlt] 
0 ? or (8! (dG) (15) 


AAR RANA tn 三 算式 415) 中 第 二 项 为 
Sri 7 +- ， 十 i= — nfe 一 好 十 站 让 Lo M Do; ire (IO OdG E) 


km jj = 4 
Eigen — gis +A} 
ici 二 E 
qi-i(s) © pa LAA) HF 
| 
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zi 


+ qi: ann df “ere a dG) - 


ÀA- 1 
Says) PLS, oe + Be [=r tr} 18) 
r=] 
并 注意 到 
SPIN PE, bee thar $a} 


r=] 


= Fay LENORE ba ar 


LAGG F— D) oda, ae} AD 


= f 
Btls) mkl k 


这 样式 (5) 即 得 , 至 此 定理 2 证 毕 . 


下 面 我 们 讨论 队长 的 瞬 态 分 布 . 令 
pu) = PING) = Jlwaest 


pi (3) = | epsc ds, i,j 0 
ù 


定理 3 MM /G/1/oOMAR A A0, My 
wo. Dro) 
Pi) HT FI AG 
其 中 AGG) = SOME 
k=] 


证 明 ER, ERA: 系统 中 的 顾客 数 等 于 零 当 时 仅 当 时 刻 * 
外 于 系统 闲 期 中 ;而 且 由 于 到 达 是 泊 松 过 程 ,所 专 
Pott) =FQ@) + Pit, <t;NG@) = 0) 


io (18) 


== F(z) -+ Sta. Py — dF Cx) (19) 


k=1 


其 中 BART ARE. 
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Pol) = | Pot — x)dP{a- <= x} (20) 


其 中 六 ”表示 从 AS BRE FE A AE AR BE 1. 因为 到 达 是 Peis- 
son 流 ; 所 以 8" 可 表示 为 

BS? Sb tbe tee +b, iB) 
TOA ,ss 相互 独立 ,与 忙 期 8 有 相同 的 概率 分 布 B80). 于 是 


bat) = [pol —2)dBY (x), iD} (21) 
然后 对 式 (19) 和 式 (21) 取 L 变换 ,经 过 整理 即 得 式 (18). 


定理 4 对 af 7VGc/iyce 排 队 系 统 , 若 ACs) > M io 与 /之 

1 ,有 

pnts) = ` g are Gs) 
上 二 1 


FDb G) | ACCS) ) 


I F@AGG) | 6G) VO 十 a,(3) | (22) 


+ 


Hpg (3) 由 本 节 定 理 2 MEJ; AGS) = Jalb] i) 


k=] 


— çi qi its) 
E BTN (s) 


证 明 ”因为 
Pier > te 0;NG) = j} 
= Plo, fo + 8 >t 0;NG@) = 7} 


k 
(AEC) 一 Di asics}. 


i=l 


= SQ.) BW), FB) (23) 


t= 1 


于 是 ,使 用 全 概率 分 解 技术 ,得 
(一 王储 和 三 NG = j} 


=- dia) put 一 工 )dP(z)， 了 之 1 (24) 
k=] 79 
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pue) = SQ 11a *® Bt 


k=] 
+ | poste —2)dB@@), P2171 O25) 
对 上 述 两 式 取 L. 变换 ,得 
pits) = fis) SlapiG), Fl (26) 


k=l] 


MOEDIG G) + OMONE -E 
k=1 


(27) 
后 将 式 (27) 代 人 人 式 526) ,并 注意 到 这 些 g (G3) 二 0(j 守 00) ,经 过 整 
理 寻 得 式 (22). 


定理 5 对 M*/G/1/co 排 队 系 统 , 令 p, = limP{NG) = j} j 
0 , 则 对 任意 初始 状态 ,有 
1) 当 p= Ts p,= 0+ j0; 


DH pmi <1 Bh, p, SOFERRE ADA 
AER: 
Pa 一 1 一 
p; = AQ — p) (8, + So [1 — ed}, joi 


i=} 
(28) 


1 = 8A oy a Peco. 
其 中 ,8 = A cay = |e aw ， 


o l E o. an] e 一 “a d 
6, 7 gta) A n C ' 


+ Sefi -g — D Y) a anf e graco j, 
t=] 


Ł = 1 喇 [ 是 ] 一 是 
j>1l 
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HEAR 结合 定理 1 和 定理 2, 完 全 类 似 第 四 章 $2 中 定理 3 的 证 


推论 1 PPO = Dp 表示 在 半 衡 状态 下 队长 分 布 的 概率 
EFA Z N 


(P(r). - AACz)) _ 
Pe) = gl — AA(z)) 一 > ， BISI 9) 


其 中 ,p= E < LAG = Darig = | eGo) . 


EA ”注意 到 


_ 20 — zl — gl ~ AACz))} 
278 Al 1 — Az) {ga — AAC) — =} 


RB 
De 0 一 Sa] = z ae | > 29, 
即 可 证 . 
aes 
推论 2 在 平衡 状态 下 ,系统 的 平均 队长 与 平均 等 行 队长 分 别 
为 


XaE[LX?] + À Ete] — a) 
za PD 


: pl (30) 


MEC] + 4 cee] a) 


W = — pl (31) 
N, 21 — P) fe 


推论 3 对 M*/M/1/ 吕 排队 系统 ,在 平衡 状态 下 队长 分 布 的 母 


RCA 


Piz) = (]—- pa — 2) 


THz epee FISI G8 
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HH, p= <P = KOD 为 下 整数 


说 明 : M*/M/1/00 HE BAR 5G MEx71yeco 排 队 系 统 是 对 应 的 
‘但 后 者 顾客 的 服务 时 间 服 从 参数 为 A Bk RR BA). 也 就 是 
说 ,只 要 知道 前 者 的 性 质 , 就 能 知道 后 者 的 相应 性 质 ,而 参考 文献 
[12] 是 采用 位 相 分 析 法 来 讨论 MAErAiycc 系 统 , 即 把 顾客 的 服务 时 
间 分 为 * 个 相互 独立 的 位 相 ( 阶 段 ) ,每 个 位 相 志 有 参数 上 的 负 指 数 
分 布 ,而 每 个 顾客 必须 连续 通过 个 位 相 的 服务 ;因此 ,M/Exri1/59 
HAEE T M/M/1/00 EBA RR BEB ABR. 另外 ,对 每 批 到 达 为 固定 的 上 * 
个 成 批 到 达 GINM/1/oo 系 统 的 讨论 ,有 兴趣 的 读者 可 见 参 考 文献 
[9]. 


$4 成 批 服务 的 M/M*/1/ HARA 


ie DABS A 的 Poisson 流 , 空 闲 的 服务 台 当 且 忆 当 等 待 
RIA NF Ae] AEE BRON THF RS. GEKA 
$e A ARRAES Feed dR Se Rs A SS E Sp 2A E i ah 
立 ,; 并 遵从 参数 为 pz 的 负 指 数 分 布 ,而 且 系 统 中 只 有 一 个 服务 台 , 容 
量 为 无 穷 大 ,我 们 称 这 样 的 排 陵 系 统 为 成 批 服务 的 MAM 1/2 HEBA 

我 们 说 系统 在 时 刻 t 的 状态 NG) = pA Jk. MIR aE 
着 5 但 系统 未 必 没 有 顾客 ) ,而 有 j 个 顾客 正在 等 待 ; 若 peek WAR 
有 个 正在 被 服务 ,同时 有 Jk 个 顾客 还 在 等 行 , 令 

pt) = PING) =f}, FSO, 2aee 
WE RUNG) ,20} 为 一 连续 时 间 参 数 的 己 尔 榈 去 过 程 , 因 而 与 第 一 
章 $6 同样 处 理 , 可 列 出 人 十 A 拉 内 状态 转移 的 方程 组 : 
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polf A = (1 AAD panD + wtp, (2) + ofA 
pitt + At) = Adtp;., O + 1 — AA pC) 
-H pedtpy, tH ota), Le geek —-1 1) 
py + At) = Atp ACD + C1 — Adt — pat) p01) 
+ Atp O 十 Ofat poze 
这 里 要 注意 :由 于 服务 是 以 下 A AA ETT IRS A. A SR 
务 完 一 次 时 ,状态 转移 从 R+7 BM j 
将 式 阅 ) 移 项 后 除 以 At, FES Aao 即 得 微分 差分 方程 组 ， 


pt) =— Ap U + ep.) 
pit) = Ap, 4) — Ap) + ep), LSS 《2 
py = Ap.) — At 2b, 0+ Hf GO. JR 
根据 蕊 尔 柯 夫 过 程 的 极限 理论 ( 见 参考 文献 L68]) ,极限 
p= im p, (2) ， 了 了 一 站 2 
存在 ,与 初始 条 件 无 关 , 而 且 或 者 疡 = 020). poli), H 
{pjsj 宇 0} 构 成 概率 分 布 . 
由 式 (2), 令 io0, 得 方程 组 : 


Apo = EP, 
Ap, = Àp; 十 Pays l<jek—l (3) 
(A+ 2) p, = Appa 十 HP ats j =k 
假定 
A 
= 7 <1 C4} 
p Ep 


则 所 有 p> OORE BE ARID 
在 条 件 P 一 亏 - 二 1 下 ,为 了 解 方程 组 (3), 引 人 队长 分 布 的 和 
函数 ， 
Pie) = Slepp [zl <1 (5) 
然后 将 式 (3 两 端 分 别 乘 以 <) AX 7 求 和 ,经 过 整理 , 即 得 
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kt-1 
ROL 一 z*) Siep, 
-一 (6) 
Az (A+ t+ pz 
AHERE Poo Piet ;pri 了 (zx) 就 完全 确定 .下面 分 几 步 计 论 :; 


Plz) = 


1) GE BAR C6) 894) 
F(z) = Ath — CA 4 wet foo (7) 
在 单位 圆 |z| 委 1 内 恰好 有 个 根 , 其 中 一 个 根 为 1. 
我 们 指出 , 当 e>1 而 充分 接近 于 1 时, 有 
de th p p CA wet (8) 
BS AA ag 4 = 1 时 相等 ,而 由 假设 (4) E = 1 Ab eg RY 
CRA DACH Siig SE A CAT te). 
UH (8). BT HEMIZE |e | =e te 为 充分 接近 于 1 的 任意 数 ) 
Hts 
JAcft? p u| Att + pc (A+ wei — JAS we | 
ie BRE Ae 十 天 一 人才 ede ROAST pe" fE |e] Sele > 
D 内 有 相 辐 个 数 的 零点 ; 即 式 (7) 在 |z|<e AAT k PR. 由 于 上 可 
任意 接近 于 1, 故 所 证 的 前 部 分 成 立 . 后 部 分 成 立 是 显然 的 (将 = 1 
代入 验证 即 可 2. 


2) 令 耻 (z) 在 单位 图 |z| 筷 1 ARR zie ee eel. TER 
fe k—1 个 根 2; 41G=1,2.-,2-D. 
事实 上 只 须 证 明 a =1 为 单 根 . 而 由 


IG) | = HDAS RAF w= A~ ku HO 


BD 4. 


3) 证 明 = oot ,zs-; 都 不 是 1 一 x BUR. 
用 反 证 法 . 用 对 17 二 k 一 1 有 


k —. 
z; 一 
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Flep = att 一 At wettp=—o 


Az, ~ CA+ pw) + = 0 
HE z,=1 
此 与 nyA. 
NFH P Cz) AY RE RA RR. 
由 于 Ptz) 在 |z| 志 1 AUR. AM Oop AEE |e |S 内 的 零点 
zonon tel] 都 必 为 分 子 的 零点 ,zi 一 | 显然 为 1 一 z4 的 党 点 , 义 
出 33 zp ate By ay St pe 的 零点 ,因此 


Spr = AU Ce -一 2) (9) 
IEH A 为 待定 常数 ， 
又 式 {(7) 为 下 十 1 阶 多 项 式 ; 故 除了 1z| 志 1 内 恰好 有 * 个 零点 
外 , 必 有 惟一 零点 zo 在 单位 圆 外 ;1zx| 守 1;, 所 以 可 将 式 (7) 写 上 碾 ; 
Tie) = A At TA 0) 
HAD 与 式 (10) 代 人 式 46) ,并 注意 到 zi 二 1, 得 
Ap Ste) 


Fiz) = Wz, — =) 


将 z= 二 1 IRA LR. GFA p> 0. Ail, fol RR A 


op _ Ak yt 


C41) 


于 是 
Alza — 13 


A= 一 人 


= PC Ea —_ 1) 
这 样 
Pæ) = r (12) 
i 


» 19] > 


其 中 ze 为 式 (7) 的 多 项 式 在 单位 圆 外 惟一 的 零点 由 于 实 系 数 多 项 
TOA RSET TE A zo 必 为 实 根 . 于 是 可 将 式 (12 政 号 成 


Poe) = SY Se VD = ee 
t) ds kev — z) 


比较 2" 的 系数 , 即 得 
—_ Lo o a=0,l ek —] 
pr 13) 
an n=k kt] 
而 且 系 统 中 的 平均 顾客 数 为 
N = Dap, = acon 


下 面 来 证 明 在 p= <1 条 件 下 ,所 有 p> OF O51 Be BE 
实 上 ,我 们 只 要 考虑 时 刻 b= 0, At, 2At, «+ SP AY AY Be ACB BSG OR 


夫 链 , 易 知 它 是 不 可 约 、 非 周期 的 ,因而 可 以 利用 第 五 章 $ 1 中 引 理 
1 ,该 处 的 方程 组 Dapy = tpj = 0,1,2,…, 即 现在 的 式 (3). 由 于 


我 们 已 经 找 出 了 式 (3)? 的 一 组 绝对 收敛 的 非 零 解 式 (13) , 故 由 该 引 理 

1 ,此 离散 时 刻 的 马尔 柯 夫 链 为 正常 返 , 由 此 其 = 步 转移 概率 的 极限 

limp, (AD > 0. {EM p, = lim p, (2) 存在 ,与 初始 条 件 无 关 , 所 以 
p; = limp,,() = limp, (At) > 0 

此 即 所 证 . 这 样 就 完成 了 成 批 服 务 的 MVM*/1/590 排 队 系 统 的 讨论 ， 


需要 指出 的 是 ,根据 对 MA/1yce 系 统 的 讨论 ,可 以 得 到 用 一 

对 应 系统 的 性 质 ,这 就 是 肪 /7MV/17eo 排 队 系统 :到 达 间 隔 时 间 服 从 

参数 为 4 的 & 阶 爱 尔 妇 分 布 ,单个 服务 、 单 服务 台 的 等 待 制 系统 ,其 

顾客 的 服务 时 间 为 参数 产 的 负 指数 分 布 . 在 M/M*/1/° 系 统 中 到 达 
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第 上 个 顾客 ,相当 于 在 后 /AM71/ce 系 统 中 到 达 第 1 个 顾客 ,在 M 
M*/1/oo 系 统 中 到 达 第 2k 个 顾客 ,相当 于 在 EMA RRA 
2 个 顾 容 …; 而 在 MA/M'/17se 系 统 中 服务 第 1 批 . 第 2 批 .…… 顾 客 ， 
相当 于 在 EMUS RAPRA] 个 .第 2 全.……… 顾 客 ,其 服务 
时 间 分 布 都 是 相同 的 负 指 数 分 布 于 是 ,可 得 EjM/1/ 吕 系统 队长 
的 平稳 分 布 P 为 
一 JH! lL — Ps i= 
me > Pe Ve — OO, FI 
其 中 , zo = (FOO <9 <1) 为 方程 
l— z 
kp 
在 (6,1) 内 的 惟一 实 根 ,此 式 与 第 五 章 $ 2 中 推论 4 是 一 致 的 ， 


(15) 


z(1 + y= 


$5 “随机 服务 的 "GI/M/c/ 吕 排队 系统 


考虑 GI/M/e/co 排 队 系 统 ,但 服务 次 序 是 随机 选择 的 , 即 每 当 
有 一 个 服务 台 得 空 时 ,就 在 等 待 服务 的 顾客 中 随机 选择 一 人 进行 最 
务 , 此 时 等 待 服务 的 每 一 位 顾客 被 选 到 的 概率 相同 ,把 这 种 服务 简称 
为 “随机 服务 ” 总 然 在 “随机 服务 "种 在 “ 先 到 先 服务 ”的 排队 规则 上 ， 
队长 分 布 是 一 样 的 ;但 等 待 时 间 却 不 同 . 在 这 一 节 中 我 们 就 来 讨论 
“随机 服务 ”情形 下 等 待 时 间 的 平稳 分 布 . 

仍然 假定 输入 分 布 为 一 般 分 布 PCD), 且 0<< 革 = | dP) ; 服 
务 时 间 分 布 为 CD = 1 et > 0. 我 们 把 等 待 时 间 的 平稳 分 布 
iA WO H LS 变换 记 为 

w,(s) = | eda), Fs) 20 


ty px 
FH P= TS). 


定理 1 对 “随机 服务 ”的 GI/M/c/oo FEA RA SF FFAS DP ia 
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分 布 的 LS 变换 为 下 式 所 给 定 ， 
w,(s) =1— y t K'e, À) 
其 中 po oO MERTER A E: 
(z ~ f(s + en — 2))} AE 十 5,2) 


al, call = feb ep = ri 
l—2z 5 十 EARL — 2) 
A 
— m o 
pis ls) ) _ 5 + cel 一 BCs) | 


此 处 3 为 在 AGI SO 的 条 件 下 ,方程 
z= fis + ceceg 一 zx) = | emer) 
a 


在 单位 圆 |*|<] 内 的 惟一 解 ; 而 
é = 6(0} 


K* 由 第 五 章 31 中 式 423) 给 出 . 


(1) 


(3) 


证 明令 儿 。(9 为 顾客 到 达 时 看 见 所 有 服务 台 被 占 而 有 .> 个 等 
待 者 的 条 件 下 ,他 的 等 待 时 间 反 : 的 概率 . 由 第 五 章 $ 1 知识 ,我 们 知 
PE o<1 的 条 件 下 ,系统 是 平衡 的 , 且 顾 客 到 达 时 看 到 所 有 服务 台 


被 占 ,同时 有 ji 个 等 待 者 的 概率 为 
pire = KIO 
而 顾客 到 达 时 看 到 有 空闲 服务 台 的 概率 为 
此 时 该 顾客 不 需 等 符 因此 对 任意 t 之 0, 有 下 列 关 系 式 : 
W(t) = S30; + Dead „0 


K* 


=l- 725 


+ Kt DOW, OB 
j= 


> 
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(6) 


ty (s) = [ema e ， 


gs,2) = De, (szi, ACs) 2 O,}e] <1 


RAOR LS 变换 ， 得 
w(s} = ] — -ey 4+ K’ pls, e) 
WEFR) 现 只 需 证 rG WEAS). 


码 客 到 达 时 看 到 所 有 服务 台 被 占 而 有 了 个 等 待 青 的 条 件 下 ,他 
(ey Se RY BT oe 这 一 事件 可 以 在 下 列 开 斥 的 情 涡 下 发 生 : 或 者 在 下 
一 到 达 闻 卫 内 服务 完 二 全 二 01.2…… 门 个 顾客 ,而 所 考虑 的 顾客 在 
此 问 隅 内 尚未 被 接受 服务 ;或 者 在 下 一 到 达 问 隔 有 至 少 服 务 宇 十 1( 
=0,1,2 u ;让 个 顾客 ,而 所 考虑 的 顾客 在 第 十 1 次 服务 完成 的 时 


刻 被 接受 服务 ;因此 有 下 列 关系 式 ; 
er ft st Lae , Cope) eli ， 
Ma? =>); } + ] Bt “Wigi Ct zdF (x) 


Í 
PL, ERGERE) yar 
+ Di 7 Eee LL — FG) Idx 
取 LS 变换 ,得 
i on t 
G+ Dw W =A G1 RO ee HEY gc) 
7 7 0 


=ü 


/ oa = 上 上 
+ Di emeta LAHEY Ty PCr) dx 


Bae 7d BFE xz 后 对 了 从 0 BlloooR Al, RHF). 
A Pp 过 1, 故 由 第 五 章 $4 中 的 引 理 1 AAO SO AR: = 
FG + cel — 2) E let <1 AAEM c= 0G). (A AC) 20 
tt os. 2 FEle(<1 内 为 z HRH oR, PUIG = OCS RAK 
RRG). 至 此 定理 1 证 毕 . es 
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推论 1 对 “随机 服务 "的 GH/M/e/co 徘 队 系统 ,在 p 一 A <1 


条 件 下 ,平均 等 待 时 间 为 
K* 
We = a oF o 


WERA 对 任意 固定 的 ,将 Gs =) RTP BER HK 


Ks) = D> pf — ds) F (8) 
J= € 
其 中 


— l PECs. 2) 
pE) 一 jt ei 


2odfx) 


RAR) 4B 
w,(s) = 1— + Dp Ee — dG) 
=ù 


于 是 
W, =— irio] 


=— K* Sipe dts} 


¿=U 
— 9s) e jE — OCs) PUP C5} io 
=— K* (alo) ame 00} (9) 


MERR AO = SRW ACO). 由 于 
: 3 C0) (10) 


-省 < 


多 人 二 二 


区 


pa) = ESE) 


g— oes! 


因此 ,将 式 (2) 对 z 求 导 , 再 邻 z 二 C5) HEER OCS) = fs 十 cel 


— acy ,立即 可 得 PS) 的 表达 式 ,再 令 * 一 09, 得 
1 
9,00) = Tia (113 
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RIO 与 式 (11? 代 人 式 (9) 即 得 式 (7)， 


推论 2 ”对 * 随 机 服务 "的 MANAceyco 排 队 系 统 ,在 pao <1 
下 ,等 待 时 间 分 布 的 LS 变换 表达 式 为 
v = 1 = fe, aiao oM. 
w9) = ] I= e 二 Et 一 站 Gz) 
其 分 布 国 数 WOA 
WHO 一 1 一 poe i= 0 (13) 
而 平均 等 待 时 间 为 
m oono a 
F, = 二 rp (14) 


其 中 p 表示 系统 中 有 < LR AP RE HLE S S 中 的 式 (43) 
确定 . 


3 6 “后 到 先 服务 "的 G1/M/c/5o 排 队 系 统 


考虑 CI/M/c/< 排 队 系 统 ,但 服务 次 序 是 “后 到 先 服务 ”, 即 每 
当 有 一 个 服务 台 得 空 时 ,等 待 服务 的 顾客 中 最 后 到 来 者 被 接受 服务 . 
显然 ,“ 后 到 先 服务 "排队 系统 的 队长 分 布 与 先 到 先 服务 "的 情形 相 
同 ,但 等 待 时 间 分 布 却 有 差异 . 下 面 我 们 就 来 讨论 "后 到 先 服务 "情形 
下 等 待 时 间 的 学 稳 分 布 ， 

仍 假 定 输入 分 布 为 一 般 分 布 RGD) HOLE | AEO: 
服务 时 间 分 布 为 CCD) = 1 e 六 0 . 我 们 把 等 待 时 间 的 平稳 分 
Ai WC) ,其 LS 变换 为 

wt) = | etd), Rls) Bo 


并 设 o= <. 


cH 


EL ”对 “后 到 先 服 务 " 的 CTAMAeyce 排 队 系 统 , 等 待 时 间 平 
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稳 分 布 的 LS 变换 为 下 式 所 给 定 : 


_,__#' K” cell 8(s) J 
hO =l Tae I rT | 


Ep 6 HE AI SOs PTE 


z = f(s beef] —2)) = Pe btn OH E(t) (2) 
é= Ç) (3) 
天 “由 第 五 章 》 PACD H di 


A SW, (9 为 顾客 到 达 时 看 到 全 部 服务 台 被 占 而 需要 等 
待 ,但 无 其 它 等 待 者 的 条 件 下 ,他 的 等 待 时 间 所 上 同时 从 此 顾客 到 达 
时 刻 开 始 到 他 进 人 服务 台 之 后 为 止 , 队 值 中 共有 了 人 进入 服务 台 的 
联合 概率 (二 1,2,…)， 

在 “后 到 先 上 服务 ”的 情形 下 ,由 于 顾客 竟 等 竺 时 间 与 比 他 先 来 而 
在 队伍 中 等 待 的 顾客 无 闫 ,因此 DW, 就 点 示 在 顾客 到 达 后 需 
要 等 待 的 笨 件 下 ,他 的 等 待 时 间 专 :t Bo. 

由 第 五 章 $ 1 知识 ,我 们 知道 ,在 之 1 的 条 件 下 ;系统 是 于 衡 的 ， 
且 顾 党 到 达 时 过 到 有 空间 服务 台 而 不 涝 等 待 的 概率 为 

2P = 1 — S 


it JZ SS Wt EM BN IT EIRA Oe E RSR SS 


ee 
Dabs = LF 


因 些 ,对 任意 eee 0. FF 


K* K* Sy, 
WW@=l- yoy + qT y WO (4) 


s} 


w, (3) = | eaw, a) 
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Fe) = Siw, 人， Rs) 20 


将 式 (4) 取 LS 变换 , 即 得 


K? Ke. . 
TF 十 Tuy Cs) (5) 


ws) = 一 
为 了 求 了 (5), 引 人 一 个 新 的 排队 系统 GT/M/1/09, FOR AD A 
仍 为 FD, 服务 时 间 按 参数 cp 的 负 指数 分 布 ,而 排队 规则 为 “ 先 到 
先 服务 ” TER REP ht m=0,1 2 pelle MW, (为 
Je SS BN TANT Ae TL Fe EBA TS Foe +1 CR SS Eg h. PE oe PT 
KEERA SS TP) SR AT E MAE A EU TAT ZN FF RRB A ik 
BR CBINAR SS fe Be ct» (Ee tp SS EBS AE 0 AER fal RES 
n Ae set fa) AAT RRA ftom 人 进入 服务 台 的 联合 概率 , 显 见 
Wi = Wi), J>] 6) 
因此 
w, G) = w G) 一 [eaw wo, jel (7) 
XW, (O HARRER, RITEAR: 
Wan (tf) = [e LEERE)" [1 — FCx) jde 


mt 


fe -一 Td}, j 


W 


和 mm 卡 1 一 1 


i -= y f eur KORE)" i 
Wome = de it W 
取 LS 变换 ,得 
` — s — {stear cpken” ee 7 
We, (5) = e Ekee) tl (xr) fix 
w (s) = Do) e LETI dF (a), Jel 


Greg - 
I = 


(8) 
1 idk OF ea Se 


Qj ts, = Dw, (s)2", ACs) > hlel C1721 


m = Ù 
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EROARE 2” 后 ,对 jm 从 0 到 co 求 和 ,并 注意 到 式 (7) , 即 得 
Asz) = cull ~ fs cut] 一 =) 
! steui] — z) 
2,,,6,2) = +f + ce] — DR, Gz) 一 w, Os) ds j=] 
FR ST y EM PAC lee | 1), 78 
S526 2.0! 
peed] 


call fs cetl — 2)) Juz ae 
| a F eeil 一 一 uf ls 4. cri — 2)) Dw (du } 


T 2 —uf(s+ EEES 
Co) 
ASAE SAPR ec, EAA WAE AG, |u| <1 


时 ,在 |*|< 近 1 内 有 惟一 解 = 一 gt， 县 lim Pissu) = OCs) ,其 中 


SOA ACs) On KEP AEDE] z| 过 1 内 的 惟一 解 . 但 当 
RGS, 4 之 111z| 二 1 时 , 式 (9) 堪 端 为 z 的 解析 函数 ,因此 zz 二 8 
(Css 也 必 为 式 (9) 右 器 分 子 的 零点 ,于 是 ,在 注意 到 OCs) = vfs 
+ cull 一 6(s,w))], 易 得 

die, (dw = ee EG (10) 
ey Bia RAAE EM AARO Ze RRT ue |e | 1) — BK 
STE 
cali — &(s)] 


PG) = lim Dw, (ue = Par by) 


u>] 了 =- 1 


即 得 所 证 的 结论 . 至 此 定理 证 毕 . 


HEWL H ARARE N GIM cro HARR 当 p= 记 < l 


时 ,平均 等 待 时 间 为 
K* 
W, = cH 一 全 (11) 
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推论 2 对 “后 到 先 服务 "的 MAM/e/cc 排 队 系 统 , 当 p= <I 
时 ,等 待 时 间 分 布 的 LS 变换 为 


ï 


ee ee 
wi Gs) = 1 ip seal p) C12) 
#4} Ai PAW, 
We) =1~ 2 seme, 10 (13) 
而 平均 等 待 时 间 为 


_ P 
:一 Tope (14) 


其 中 p 表示 系统 中 有 < 个 顾客 的 平稳 概率 ,由 第 二 章 》 5 中 的 式 (3) 
给 出 . 


需要 指出 的 是 ,从 前 面 的 讨论 中 看 到 ,“ 先 到 先 服务 ”、“ 随 机 上 服 
务 ” 与 "后 到 先 服务 "的 GIAM/e/ 必 排队 系统 ,在 系统 平衡 的 条 件 下 ， 
其 顾客 的 平均 等 待 时 间 都 是 一 祥 的 ,而 且 对 MAM/e/co 排 队 系 统 ,三 
种 情形 下 顾客 的 等 待 时 间 分 布 也 是 一 样 的 . 另外 ,还 有 许多 各 种 规则 
下 的 特殊 型 排队 系统 ,如 成 批 到 达 划 成 批 服务 (批量 固定 或 次 化 ) 的 
排队 系统 ,到达 时 刻 依 赖 于 耻 长 的 排队 系统 ,输入 不 独 生 的 排队 系 
统 , 也 及 离散 时 间 到 达 与 离散 时 间 服 务 的 排队 系统 等 ,限于 篇 幅 ; 本 
书 不 再 深入 讨论 下 去 ;读者 可 以 从 后 面 参 考 文 献 中 找到 相关 内 容 . 
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第 八 童 ”排队 系统 的 最 优化 
与 应 用 实例 


3 1 排队 系统 的 最 优化 问题 概述 


排队 系统 的 最 优化 问题 分 为 两 大 类 :系统 设计 的 最 优化 与 系统 
控制 的 最 优化 ,前 者 称 为 静态 问题 ,后 者 称 为 动态 问题 . FE EDA A 
统 的 根本 中 的 在 于 以 最 少 的 投 人 得 到 更 大 的 效益 . 例如 ,在 等 待 制 的 
M/Mycyoo 排 队 系 统 中 ,输入 与 服务 参数 42 ERA CA HF 
均 队 长 委 10, 问 至 少 应 该 设置 几 个 服务 台 , 即 < 一 ?显然 ,根据 前 面 第 
二 章 $ 5 求 得 的 平均 队长 公式 , 即 可 算出 < 的 最 小 值 , 这 就 是 在 FY 
队长 恒 不 超过 10" 这 个 指标 下 服务 台数 目的 最 优 设计 问题 . 另外 ,也 
TARE 某 种 费用 结构 ,要 求 在 总 费用 最 小 的 情况 下 给 出 系统 的 最 
优 设计 . 例如 仍 考虑 等 待 制 的 MAM/e/co 排 队 系 统 ,输入 与 服务 参数 
ae 均 为 已 知 ,假定 系统 有 两 种 费用 ,一 种 是 等 待 费 用 ,每 个 顾客 在 
系统 中 逗留 单位 时 间 的 等 待 费用 为 e 元 , 男 一 种 是 服务 费用 ,每 个 服 
务 台 在 单位 时 间 内 所 花 的 费用 为 a 元 ,于 是 系统 在 单位 时 间 内 的 平 
均 总 费用 等 于 eR tar 元 ,其 中 N 为 系统 中 顾客 的 平均 数 , 根据 第 
TESSA HH N 的 计算 公式 ,总 费用 便 表 成 4.Asc 的 浮 数 ,于 是 就 
能 确定 使 平均 总 费用 最 少 的 最 优 值 c. 

像 上 述 在 给 出 的 质量 指标 下 寻求 最 优 设计 的 问题 ,我 们 都 称 为 
排队 系统 设计 的 最 优化 问题 ,这 类 问题 一 般 可 借助 于 前 面 所 得 到 的 
一 些 表 达 式 来 解决 . 

另 一 类 排队 系统 的 最 优化 问题 , 即 系统 控制 的 最 优化 问题 或 称 
动态 问题 , 它 是 时 间 的 函数 ,解决 起 来 较 前 者 要 风 难 .复杂 得 多 ,而且 
对 不 同系 统 控制 的 最 优化 问题 ,常常 必须 采用 一 些 特殊 的 技术 来 加 
以 处 理 . 
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由 于 系统 控制 最 优化 问题 较为 复杂 , 因此 本 章 试图 通过 3 2 与 
§ 3 介绍 排队 系统 控制 的 两 个 典型 方面 来 并 述 其 基本 思想 . $ 2 介绍 
服务 设备 的 最 优 控制 ,用 控制 服务 设备 来 达到 系统 的 最 优化 ,处 理 方 
法 采用 我 们 所 熟 巧 的 状态 方程 法 ; $ 3 介绍 输入 过 程 的 最 优 控 制 ,用 
控制 输入 过 程 来 达到 系统 的 最 优化 ,采用 马尔 柯 夫 决策 过 程 的 方法 
来 处 理 ,这 种 方法 是 解决 动态 问题 的 有 力 工具 . 有 关 这 方面 的 内 容 ， 
读者 可 阅读 参考 文献 [13]， 


$2 服务 设备 的 最 优 控制 


假定 输入 是 参数 为 4 的 Poisson 流 ,一 个 服务 台 , 服 务 时 间 是 负 
指数 分 布 ,但 其 服务 率 可 以 根据 队长 的 变化 情况 加 以 调整 ,队长 增加 
时 ,服务 速率 随 之 提高 ;而 队长 减少 时 ,服务 速率 就 降低 . 服务 速率 的 
这 种 变化 ,就 可 用 建立 或 撤消 系统 中 并 联 的 服务 台 来 实现 . 由 于 服务 
人 台 的 建立 或 撤消 需要 一 定 的 安装 费 ( 或 者 说 ,服务 率 的 调整 需要 调整 
费 } ,因此 系统 的 控制 者 自然 地 不 希望 服务 速度 的 变化 率 赤 商 ;也 研 
是 说 , 当 队 长 发 生变 化 时 ;不 能 马上 调整 服务 速 认 ,而 要 玖 量 地 延 克 
调整 时 间 ; 因 而 就 产生 了 时 法 现 象 :服务 速率 的 变化 不 仅 依 束 于 当前 
的 队长 ,而 且 还 依赖 于 系统 的 历史 ,于 是 我 们 自然 地 采用 下 面 这 样 的 
控制 规则 ; 

考虑 J 十 1 种 不 同 的 服务 率 fos bast pwr: 它们 满足 : 

O = fy C fy Slee A M 
以 及 考 感 一 个 代表 控制 规则 的 正 整数 ! 当 队 长 (从 下 面 ? 达 到 值 如 
(0<Rsad) ,日 服务 认为 ps_1 时 ,就 将 服务 率 提高 到 po 当 队 长 超过 
M 后 ,服务 率 就 永远 取 为 pw'; 不 再 提高 . 当 队 长 (从 上 面 ) 下 降 到 值 
(一 40<& 信 1M) ,有 上 且 服务 率 为 pa 时 ,就 将 速率 降低 到 a-i 

假设 系统 费用 分 三 部 分 : 

DRJ. SEHRE u 成 正比 :以 单位 服务 率 服 务 单位 时 
间 的 服务 费 是 a; 

2) 排 队 费 ,与 平均 队长 N 成 正 出 ,每 个 顾客 在 系统 内 训 留 单位 

+ 203 ° 


时 间 的 排队 费 是 5; 
3) 调 整 费 ,与 单位 时 间 内 平均 调整 次 数 R 成 正比 ,每 调整 1 次 的 
调整 费 是 e. 
故 单位 时 间 内 的 平均 总 费用 为 
FL) = aw) + ONG) + eR) 《1 1) 
其 中 pONG) RORE HER LO RL. 


我 们 的 目的 就 是 决定 控制 变量 ! 应 取 何 值 才能 使 平均 总 费用 
BCD) Fgh, 


下 面 分 别 求 平均 服务 率 DOR BK NG) SERS RR 
ROHRER. 


1 求 平均 服务 率 oO PRAM 
今 
pl 1<k<M (2) 
我 们 称 系 统 在 时 刻 t RANG.) BNR SBA 上 ,同时 系统 
内 的 顾客 数 ( 包 括 正在 服务 的 与 排外 等 待 的 ) 为 i 并 令 
Dak D = PING) = (ki)) 
AT ERR (NG) :0 为 马尔 柯 夫 过 程 而 且 在 假设 条 件 (2) Fe 
第 七 章 8 4 的 处 理 方法 ,可 证 极 跟 
limp(t;ksi) = pki) > 0 
存在 ,与 初始 条 件 无 关 ,; HA p(k) SREM, SO} MRED 
fi. 
下 面 殉 出 状态 转移 方程 组 ， 
pa + &t;0,0) = #AtpG@;1,1) + O — 44 pG;0,0) (3) 


pe + Ae;0,2) =G — AADAC 0i) HAMDE: — 1); 
0O<i&t— 1 (4) 
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pltt Atyky {tk ~ D+ 13 
= mÂ plk, Ck — 1) + 2) 
+L AAt — pepak, Ck DEH 1), 
OckM (5) 


pa + Atki) = pdt plk, i + 1) 
十 《1 — AM — Atp; ki) 
+ Adtplt;k i — 1), Ok SM, 
(Ro ll (6) 


ple + Âr k, ki) =p Atp; k ki + 1) 
+ (1 — AAt — pw, Ard pirk RE) 
+ Adsp(t;&&i + 1) 
+ py, ,AtpG;4 + 1,424 1) 
+ Atp; k — 1,42 —1), Ok OM C7) 


PU + At; M MI) = py AtpG;M,Mi + 1) 
+ (1 — AAt — py AD pU M, ME) 
+ AAtp(t;M,Mi — 1) 
+ åp, M — 1,Mi— 1) (8) 


ptt + Atik, i) =p AdtpCtshyi +1) + 1 Asr 
一 pt) pitik, i) + AAtpUyk,i — 1), 
Qk <i Moai Cit (4 +1 — 1 (9) 


pa tår k, Ce + 1)4 — 1) 


={(] — Àt — pdt) pit;k, Q + DiE 1) 
+ AAH Gk Ck +10 -— 2), ORM (10) 
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pt + At =pyAtp(tyM,i + 1) 
+ C1 — AM = eue pe; Mai) 
+ Aupa; M i — 1), i> ALD 
移 项 后 除 以 Ar. ES Aat HRO), 


PCl, 1) = Ap(O0.0) (12) 
由 式 (5) 与 式 () ,得 


pki + 1) -- àplk. i) = pplk Ck — 1084-1), 
OLEK M A- 1H +151 k 
(14) 
由 式 (9) 与 式 (10) ,得 
apka +1) — Apliki) =— Ape, Ck + 108-71), 
OSCR MAL Si< (CR +10 -1 
(15) 
由 式 (9) 与 式 (10) ,利用 式 (14) ,得 
Hup Mt 二 1) ApCMD) =pyp OM, UM — i)i +1) 
—Ap(M—],Mi— 1), i2MI 
C16) 
HA. 1 
mph ki + 1} — ApCh ki) =p pikki) — Apk, ki — 1) 
一 fap + lki + 1) 
— Ap(k—1,kf -1),0<k <M 
(17) 
MRI HROUSRARID, 4 
fey PCR + LRE +1) + Apik — 1,42 —1) 
= mpk, Ck —1)i+ 1) (18) 
+ Apk, k HIX — 1), OZE M 
式 (18) 表 示 一 个 平衡 性 质 , 即 单位 时 间 内 从 服务 率 a 转移 出 去 的 平 
均 次 数 等 于 转移 进来 的 平均 次 数 . 
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由 式 (12}) 与 式 (13), 得 
HpU,1) = Ap, — 1) 
在 式 (18) 中 取 & 二 1, 并 利用 上 式 ; 即 得 
jopC2,d +1) = Ap( ,2 — 1) 
由 此 类 推 ,可 知 对 所 有 ke 0, BA 
fee PC 41,46 +1) = Apik, + 106-1), OD FIM 
(19) 
此 式 表 示 在 单位 时 间 内 从 服务 率 + 转移 到 ja 的 平均 次 数 等 于 从 
A 转移 到 ee ERR. 由 于 式 人 197, 式 (16) 就 变 成 
jtyp(M,i 十 1) 一)p0MD = 0, 12M! (20) 
将 式 (14)、 式 (15) 与 式 (20) 分 别 除 以 pa 1G 
phi td) = plk i) t+ peek -—1N+1), 
OES MRA-I¢M+1SIi<eki 
Pki + 1) = apes) — pplk ok + 1 ~ 1), (21) 
Zk Amk Sim HHN) 
P(M,i +1) = pup M, i, tM! 
FER ROO ASM) h i= CA-1 MLR POR BE LE 
+e, UR A RAR P= A112 pt DA 1 
£@%@41¢0¥ -—D=e47°d+ea+ 40+ a> 
plk,(k —1)i+ 1) 
—~p(iteat eo + ep. + Di- 1). 


O<k<M 
因此 
PHIX D = pk, RD OC kM 
(22) 
这 样 , 式 (21) 林 写成 
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phi +1) = phi) + pCR, -— 1M +1), 
OK kM, IAHI 
piki + 1) = pplk, i) — Apki (ek — 106 +1), 
O<k<MR Sik HIM] 
PEM, + 1) = pup(M,i), i> Mi 


(23) 
4 
ik+li tł il 
S) PRD., OZE<M 
pth, , — “— 
> PM., k=M 
f=(M-—1ii +1 
将 式 (23} 对 i 求 和 ,经 过 整理 即 得 
plik, +) = FOP nck cb — 1X +1), Ok <M 
A (24) 
bM, o) = -—— pM, — 1X + 1) 
] 一 py 
Mp9). ea 
ph A — 1H +1 = pplk 1 — 1), OS RSM (25) 
将 式 (22) 代 入 式 (25), 得 
L<k<M 
FE BB HE » BAR 
ph (h- 1M 4-1) SA Gee p 1) 
点 一 】 
. i + SR =< M 
| POO, 2 (26) 
p, + 20,0), k=1 


式 (26) 代 入 式 (24) ,得 
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Oe Tg. p(0,0), OS 4 <0M 
pe, = i (27) 


E He. -A00 k=M 


其 中 ,此 处 规定 在 k 一 1 时 ,一 1; 在 4 二 0 时， 


i 


因为 由 式 (13) ,有 
所 以 ,将 式 (27) 对 rein 
p(0,0) = 人 2 z 0 一 内 也 
lpm Ml =i 
+ ee “tie (29) 


于 是 由 式 (27) 与 式 (29), 可 得 平均 服务 率 ki) = > mp ， +) 的 表 
2. 求 单位 时 间 内 平均 调整 次 数 RD 的 表达 式 
单位 时 间 内 从 服务 率 为 pee 转移 到 服务 率 为 /4 的 平均 调整 次 


数 ris 由 下 式 给 出 
和 一 二 1， (30) 
于 是 将 式 (26) 代 人 ,并 注意 到 式 (29) ,得 
ATT of 
n = Soo es SSS" 004 SM 
A eC 一 Cn) "1 Epy “I 
2a 1] — P, Nae + 1 — Pu Ne 


(31) 
出 于 单位 时 间 内 从 ee 转移 到 oe AE KES TA oe ES 
到 ju 的 平均 调整 次 数 ,因此 单位 时 间 内 平均 总 调整 次 数 为 
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M 
RD = 2 O07, (32) 


k=] 


然后 将 式 (31) 代 入 即 可 得 RC 的 表达 式 ， 
3. 最 后 求 平均 队长 NORRIE 
令 ELN |Xj 为 服务 率 等 于 px 的 条 件 下 的 半 均 队长 , 则 


M 
NU) = SELINA] p(k, 9) 


t=% 
t—] M=] tk}lH=1 u 

=ĎVpO0 D+ DM RDH dD) PM Ò 
了 一 日 此 一 1 7 一 (一 过 十 1 t 一 1 和 11 


(33) 
由 式 (13) ,得 
i—i 
Sipo, D = L. 90,0) (34) 


=ù 
Fh (23) APSE i+ fat RCOM 时 ; 1AA 
ELH M k= M at. (M—1N+1<i<co), AAR (22),.4 
化 简 , 即 得 


人 十 1 有 一 1 P 
th Vex be 
S) ips?) To hte) 


一 J 入 十 1 


é | (2k — 1) -+ 1 


tip 2 


jd Dt, 


AAM (35) 


Cr 


SY ipM, i) =— pM, +) 


i= (M141 | — Pu 


ICM — 18 +1] 137 + 
十 一 TO pM, tM — 1X +1) 


(36) 
然后 将 式 (27) 与 式 (26) 代 入 上 面 两 式 ,经 过 整理 , 表 结 合 p00,0) 的 
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表达 式 即 可 得 平均 队长 媚 信 的 表达 式 

于 是 ,p00)、R() 与 于 (1) 的 表达 式 已 求 得 ,将 这 些 表达 式 代入 式 
(1) , 即 得 平均 总 费用 (1) 的 表达 式 ,此 式 中 义 所 .Pr 一 -外 、M 均 为 
已 知 常数 ,? 为 待定 的 榨 制 变量 . 只 要 给 定 上 的 -个 什 , 就 能 计算 出 于 
均 总 费用 二 (的 一 个 对 应 什 ,因此 ;用 最 优化 问题 的 数值 计算 就 能 
确定 1 的 最 优 值 7 


3 3 ”输入 过 程 的 最 优 控 制 


考虑 GIM e 损失 制 排 队 系 统 ; 顾 窜 到 达 间 隔 的 分 布 峭 数 记 为 
F(t) ,服务 时 间 分 布 是 参数 oe 的 货 指数 分 布 - 输入 包括 mtm 之 1 个 
顾客 类 , 当 有 顾客 到 达 时 ,此 顾客 属于 第 上 类 (1 去 hmm) 顾客 的 概率 


为 e, 2047 Nier = 1. 
Å 1 


服务 台 每 服务 一 -个 第 类 顾客 可 以 产生 效 蕉 如 :为 方便 计 ', 不 妨 

将 顾客 类 安排 得 使 
hy > hy > > A, > 0 

当 顾 窜 到 达 时 ,车 c ASR SE E AB BR tio MERTA RR TA H E 
客 到 达 的 钥 时 ,服务 台 并 未 全 占 ; 则 服务 机 构 就 要 作出 决策 :是 否 接 
受 该 顾客 进行 服务 , 如 果 接 受 ,服务 机 构 就 产生 相应 的 效益 ;如 采 拒 
绝 , 则 是 为 了 保留 空 著 的 隘 务 台 , 以 各 下 一 个 能 产生 更 高 效益 的 顾客 
到 来 , 我 们 的 日 的 就 是 使 系统 在 长 期 内 所 产生 的 平均 效益 壤 大 . 

向 如 ,在 通信 系统 中 ,对 某 些 重要 的 道道 首先 于 以 保证 ,使 得 这 
些 通 道 的 信息 尽 可 能 不 受 损失 . 

这 和 神 对 输入 顾客 采用 接受 或 拒绝 的 天 策 来 加 以 控制 ,以 使 系统 
产生 的 平均 效益 达到 最 优 的 问题 就 属于 输 人 过 程 的 最 优 控制 问题 ， 

下 面 将 问题 转化 为 一 个 马尔 柯 夫 决策 过 程 的 问题 

我 们 说 系统 处 于 状态 OSI. AA PRS BIER 
务 . 于 是 决策 空间 A 中 的 每 个 决策 都 直 正 整数 集 {1 ,2，…22} 的 一 个 
子 集 , 例 如 决策 a= 11,3,7} ,采取 决策 a 就 是 指 第 1,3,7 类 顾客 到 达 
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时 会 被 接受 服务 ,而 其 它 类 的 顾客 均 遭 拒绝 . 因此 对 状态 Ge) ,其 
对 应 的 次 策 集 A, 是 和 1,2,…,m} 的 所 有 可 能 子 集 所 构成 的 集合 ,但 
不 包括 空 集 乡 ,因为 当 服 务 台 没有 全 部 被 占 时 ,拒绝 所 有 的 顾客 显然 
不 能 使 效益 最 大 ;而 A 只 有 一 个 元 素 , 即 空 集 各 ,因为 当 到 来 的 顾客 
过 到 服务 台 全 部 被 占 时 即 被 损失 . 

策略 集 


| 

F=<f= fi SEAD: Sc 
; | 

fo 

fy 


采用 策略 /二 | | 的 意思 就 是 指 : 当 系统 处 于 状态 ; 时 (i 个 服务 台 


F 
被 占 ) ,接受 上 类 顾客 服务 的 充分 必要 条 件 是 &E S. 
令 第 个 顾客 到 达 时 看 到 系统 所 处 的 状态 为 N77 一 1,2,*… 并 

假定 对 到 达 的 顾客 所 采用 的 策略 为 六 则 易 知 

N77 十 1 一 v。， 带 第 nn 个 顾客 的 类 属于 fur 

NI 一 mu， 车 第 4 个 顾客 的 类 不 属于 for 
其 中 mm AE n ASR n tM AAA ERE r 内 服务 完毕 的 顾 
客 数 ,仿照 第 五 章 $1 中 定理 1, 易 知 {N7 ,nn 二 1,2,…}) 为 齐 次 的 马尔 
柯 夫 链 , 其 一 步 转移 概率 矩阵 为 


Not 一 


Paf Patho e PolSo) 
vu fy) 

PA) = Poi) Pud) Puti a 
ott.) pao n.. FE. 


其 中 
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{] — e* ytlmse—std FCs) 


Yel” 


EEF a 


oa 


十 co 上 Jase Kye TAFU), jmli<e 


Ef, 


itt 一 


EF 


0， gjit liar 
pe (1 一 ee dt Bjc 
a 


(2) 
RIN n=l 2 | 为 马尔 柯 夫 决策 过 程 的 动态 系统 ,转移 矩阵 为 
动态 系统 的 运动 规律 . 定义 效益 函数 为 ;对 每 一 决策 a€ A, RR 
函数 


AGa) = hla) = dehy (3) 
kia 
它 表 示 在 选择 决策 a 的 条 件 下 ,接受 一 个 顾客 服务 后 所 能 获得 的 期 
望 效 益 , 它 与 系统 所 处 的 状态 无 关 . 


现在 假定 第 一 个 顾客 到 达 时 系统 初始 状态 Ni 二 系统 决策 人 
所 取 的 策略 为 产 并 令 第 上 个 顾客 到达 后 所 产生 的 效益 为 HGS), 
于 是 系统 长 期 平均 全 SG. OR Pua: 


DGS) =lim F SEALG, P israr] 


= lim >) SELG, P larenn] 


k=]j=ù 


=lim 六 = Yay: PING = jls- (4) 


业 一 17 = 


EHAU ARGO ME 
引信 记号 ， 
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DOS) TEN, 
Pil, ? 
DA = a F) - ACD = POD 
Ole, f) ACF) 
AIP IN, = 12s) BPR ERA. Aah PINT = sla r) B 
Jy RA RELP C1) 一 的 第 :上 行 第 7 WRR TERO EREEREER 
Wy: 
P = lim FORON ACS) (5) 


由 -一步 转 移 概率 矩阵 知 任意 两 个 状态 都 互通 ， H PADES H 4 
线 元 素 均 不 为 0, 故 齐 次 马尔 柯 夫 链 1 o= 16200 PAAR E 
期 的 , Ra TRAM AR. ARATE RSS 
考 文 献 L[82] ,第 355 页 ). 因此 极限 矩阵 
lim(P C1) ] = P} > 6 (6) 
存在 ,所 有 行 向 量 都 相同 ,县 行 元 素 村 成 概率 分 布 , 这 样 ,结合 式 (5)， 
有 
OCF) = PP RO (7) 
我 们 的 目的 是 要 选择 一 个 最 优 策 栈 ,使 得 系统 长 期 平均 总 效 
益 的 期 望 值 PORMA BR OEO RRR. 


下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 马尔 柯 去 决策 过 程 中 寻求 最 优 策 酷 的 


一 种 算法 . 
算法 第 一 步 ; 先 任 选 了 EF ,并 计算 算 阵 方程 
utj) 一 PP ACS) (8) 
以 及 
(F PD lv = ACS) — uf) (9) 
Pev = 0 
的 解 品 量 


* 214， 


ugh 六 wg CF) 


wif) = wf) uf) = mG) 


uf) vA) | 
其 中 1 为 单位 矩阵 . 
由 式 (7) ,wu( 户 即 系 统 长 期 平均 总 效益 的 期 望 值 (让 ,也 就 本 
我 们 要 使 其 达到 极 大 值 的 如 标 范 数 . 
算法 第 二 步 :对 i<c, 定 尺 
GEN = fara C Ay D pya > a 
或 
Dy ia us) =u) 
但 
hG,a) + >》 页 (api 门人 uf) +06} 10) 


若 对 所 有 ECOG LD umh Cy 门 均 为 空 集 儿 , 则 下 为 最 优 策略 ， 
ER SR We ff OCD PTH Pra PUR AIA. 
藻 对 某 个 状态 六.GG AAS WEL SARRAR g: 
a, 任意 a EGUN £ Ø 


= (11) 
f: Fis “GUS = Ø 


fo 


Bt 
对 此 g = |. | ;再 按 步 骤 1) 计 算 wig) 与 vig) ,如 此 继续 下 去 . 此 算 


Ee 


E ESEA RA AAR RI A. 


* 215” 


1. 计算 机 设计 中 的 实时 处 理 


一 个 实时 计算 机 系统 通常 由 终端 与 显示 设备 .通信 网 络 . 多 路 转 
换 器 ,中 央 处 理 机 以 及 就 , 盘 , 带 等 存储 设备 所 组 成 ( 见 图 8. 1). 


图 8.1 实时 计算 机 系统 


计算 机 担负 有 管理 与 控制 通信 网 络 的 责任 . 当 多 路 转换 器 接 到 
信息 时 ,正在 进行 正常 处 理 的 计算 机 必须 立即 中 断 , 给 予 通信 任务 网 
快速 响应 ,否则 就 会 造成 数据 损失 . 为 了 满足 这 种 快速 啊 应 的 要 求 ， 
一 般 在 系统 中 给 通信 网 络 以 较 高 的 优先 权 , 也 就 是 说 ,将 任务 分 成 两 
类 :一 类 是 通信 任务 ;它们 加 入 一 个 高 优先 权 类 的 排队 ; 男 一 类 是 正 
常 处 理 任务 ,它们 加 入 一 个 低 优先 权 类 的 排队 . 

假定 计算 机 输入 的 形式 都 是 来 利通 信 网 络 的 信息 ”因此 ,每 个 
信息 都 由 两 个 计算 机 任务 所 组 成 . 第 一 个 任务 要 求 计算 机 立即 啊 应 
并 放 在 高 优先 权 类 中 ,这 类 任务 可 能 是 代码 翻译 .信息 汇编 或 信息 的 
初步 分 入, 例如 来 自 何 处 , 送 往 何 处 等 . 第 二 个 任务 为 正常 处 理工 作 ， 
以 便 处 理 之 后 能 作出 答复 , 它 放 在 低 优 先 权 类 , 在 每 个 优先 权 类 内 
部 ,服务 次 序 都 是 先 到 先 服务 . 

再 假定 每 个 终端 的 输入 都 是 Poisson 流 , 而 且 各 个 终端 的 输入 
是 相互 独立 的 ,因此 ,和 总 的 输入 仍 为 一 个 Poisson 流 ; 设 其 参数 为 4 
(>0). 
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于 是 ,我 们 就 可 建立 如 下 的 排队 系统 模型 ; 
输入 是 参数 4 的 Poisson 流 , 每 个 到 达 时 刻 有 两 个 顾客 到 达 , 其 
一 排 在 高 优先 权 的 队列 , 男 一 排 在 低 优 先 权 的 队列 ( 见 图 8.2). 有 一 


TN 
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图 8.2 


个 服务 台 ( 中 央 处 理 机 ), 它 服务 高 优先 权 类 顾客 的 服务 时 间 具 有 分 
A BBL Ci 服务 低 优 先 权 类 顾客 的 服务 时 间 具 有 分 布 C: GD. 考 
虑 两 种 排队 规则 ; 

OD 强拆 继续 型 的 优先 权 ; 包 非 强拆 型 的 优先 权 . 

对 于 这 两 种 不 同 排队 规则 对 应 的 模型 ,我 们 来 讨论 两 类 顾客 的 
等 待 时间, 响应 时 间 ( 即 等 待 时 间 与 服务 时 间 之 和 }) 及 队长 的 平稳 分 
As 以 便 作为 设计 的 依据 . | 

令 


o< 之 = [Peace <o, f= | eac (1) < ea 
l ü F 


g(s) = 站 ac i= 1,2 


1) 强 拆 继续 型 的 优先 权 下 ,高 优先 权 顾 客 的 平稳 分 布 

在 强拆 型 的 优先 权 下 ,由 于 低 优先 权 顾 客 的 出 现 并 不 影响 高 优 
先 权 顾客 的 等 待 时 间 与 高 优先 权 队 列 的 长 度 . 因此 ,可 以 认为 低 优先 
权 显 客 在 系统 中 没有 出 现 ,而 且 在 强拆 继续 型 的 优先 权 与 强拆 重复 
型 的 优先 缀 排队 规则 下 ,对 高 优先 权 的 顾客 来 说 ,其 结果 都 是 “ 祥 
的 . 于 是 ,直接 应 用 MM/G/1/co 排 队 系 统 的 分 析 方 法 ,得 出 如 下 结果 : 


定理 1 对 强拆 继续 型 的 优先 权 , 若 41 一 <1, 则 


1) 高 优先 权 显 客 等 待 时 间 的 平稳 分 布 W391(t) 存 在 ,其 LS 变换 
+ 217° 


wohl Cs) 为 下 式 给 定 : 
ret { w) = 


其 平均 等 待 时 间 为 


sC] 一 Py) 


pAb ag)” LAs) == 6 €1) 


A C2) 


Wren 
2) 高 优先 权 顾 客 响 应 时 间 的 平稳 分 布 WO!) ARE. H LS 变换 
为 
wiles) = wir)gt)， Als) D0 (3) 
其 平均 响应 时 间 为 
Ap, 


= 1 
[1] as a ; , 
W M + z0 — a) (4) 


3) 高 优先 术 顾 客队 长 的 平稳 分 布 存 在 ,而 内 有 递 扒 式 


pl 一 ] Pi 
1 CAYT 
p= + h} AAEM e 
ps PRES | 《1] 一 eD Gia) Gii e “de (5) 


十 Sah -一 Sf e* ay 一 一 一 di coll, 了 1 

FORE ABA 
Piz) = Al — ge) gA — 2)) 
] — 1 


平均 队长 为 


(7) 


显然 ,对 强拆 继续 型 的 优先 权 , 低 优先 术 顾 客 离 开 时 , 留 在 系统 
中 的 高 优先 权 显 客 数 等 于 零 的 概率 为 1， 

另外 ,我 们 定义 高 优先 权 顾 客 的 人 期 为 这 样 的 时 间 问 隔 , 它 从 某 
一 高 优先 权 顾 客 到 达 时 发 现 系统 中 没有 高 优先 权 顾 客 的 那个 时 刻 开 
始 , 一 直到 下 一 次 系统 中 又 没有 高 优先 权 顾 窜 的 时 刻 为 上 . 将 此 念 期 
KE 5 的 分 布 记 为 BHO, LS 变换 记 为 号 Cs) 于 是 ,基于 上 述 
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同样 的 理由 , 写 出 如 下 结论 . 


定理 2 ”对 强拆 继续 (重复 ) 型 的 优先 权 ; 荐 记过 1, 则 B11(sy 为 六 


程 
z= gis HAO —2)) (8) 
在 jz|<1 内 的 疏 - - H 
BEIGE) = X) [erate LO apea) 9) 
i SHAE HS KE T 
po = aay (19) 


2) 在 非 强拆 型 的 优先 权 下 ,高 优先 权 顾 客 的 平稳 分 布 
RE 0B Pi 十 Py<1 及 平稳 分 布 存在 令 N+ CD NEO) 
分 别 为 第 n 次 离开 时 刻 之 后 的 瞬时 ,高 优先 权 类 舌 客 与 低 优 先 权 类 
顾 容 的 队长 ,这 里 每 次 离开 的 顾客 可 以 属于 任何 一 类 . 记 Nw (1) 的 
平稳 分 布 的 母 函数 为 
P} Cz) = B28} a) 
& po 为 在 低 优 先 权 顾 客 离开 后 的 瞬时 , 系统 中 没有 顾客 (无 论 哪 一 
类 ) 的 概率 . 
我 们 将 所 考虑 的 有 优先 权 的 排队 系统 称 为 Si, 再 引 人 一 个 如 下 
无 优先 权 的 排队 系统 52; 它 是 一 个 M/G/1/ 吕 排队 系统 ,此 系统 中 只 
有 一 类 顾客 , 共 输 入 是 参数 为 (>0) 的 Poisson 流 ,服务 按 到 运 的 鞠 
后 次 序 进行 ,而 服务 时 间 分 布 为 CC 一 Ci * GL), US MARS, 
中 的 概率 如 与 系统 8$: 中 顾客 离开 后 的 队长 为 0 的 概率 相间, 于 是 
po = 1— (P, + p) (12) 
FES 加 为 第 KATAA BB RE COG Gk R 的 概 
率 , 此 处 离开 的 顾 窜 可 以 属于 任何 一 类 , 令 
11， 霜 第 次 离开 的 是 高 优先 权 顾 客 p 
140， Bn RETA AS 
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则 和 贞 于 商 优先 权 顾 客 离 开 时 系统 中 不 会 没有 顾客 (至 少 还 会 有 低估 
先 权 顾客 ) , 故 
po=P{N+ = 0} 
=P{N} =0,X, = 1} 4+ PINT = 0,X, = 0} 
=P{(X, = 0} * po (14) 
其 中 N+ 表示 第 次 离开 时 刻 系 统 中 所 有 类 顾客 的 顾客 数 ， 


定理 3 对 非 强 拆 型 的 优先 权 , 在 已 知 离开 是 高 优先 权 顾 客 的 条 
件 下 ,高 优先 权 顾 客 离 开 系 统 后 的 那 瞬时 , 留 在 系统 中 高 优先 权 顾 客 
OR AMIE BY LE) WP BRS A DBE RRA 


tie) A oM 2) a _ 
PEO = OT py el eea z))] 
+ 1 — p Ptl — 23} (15) 
而 平均 队长 为 


ACB, + Pa) 


1 a) (16) 


[p(s)]l = p+ 
WAR 1) 先 推导 B+(z) 的 表达 式 ， 
P+ (z) SE (rmn) 
=E {2X ? | yta} + PINIO) > 0} 
+ E{xhen® [wt ey=o, nt =0} 
,Pt = O.NI (2) = 0} 
十 Efem [gt evo.Nt tarol 
- PIN+ (1) = 0,N#(2) > 0) (17) 
当 NYC) > ont, AA 
Nil) = ND —14+ 44,0) 
其 中 心 (1) 是 在 一 个 高 优先 权 显 客 的 服务 时 间 中 新 到 达 的 高 优先 
权 顾 客 的 数目 ,其 母 阔 数 为 


Def e FRAGO = gad — 2) 
0 J! 


j= ù 
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于 是 式 人 417) 中 的 第 一 项 为 
E (zM tt | mwa * PING) > oO} 


= 


= y PINIO) = j NIO) > Obe tg AA — z)) 


i= 
= Ņ APNI = jie g (Ad — 2)) 
1— 1 
一 [rz) — PEO leg CA — z)) (18) 
4 NT O)=0,Ni (2) =o AA 
Nm) = 410) 
PINIO) = 0,N+(2) = 0} = py 
所 以 式 417) 中 第 二 项 为 
Poke (zt? Intip-onti-e} = Pol {zn } 
= Fog, AC — z)) (19) 
当 Ns (01D) 一 0,Nz (2) >On, AA 
NAA) — 410) 
HE nn DEE- AREA A ST YP 
Ax BO 2 SY A AE 
Eizh) = glA(l ~ 2)) 
于 是 式 (17) 第 三 项 为 
Efnt} « PNI C) = 0,NF(2) > 0} 
=p AQ — DIPIN CO) = 0} ~ P{NF CL) = 0N} (2) = 0}] 
=g AQ 一 2) [PF — 2o] (20) 
将 式 (18), 式 9) 与 式 (20) 代 人 式 {17) ,经 整理 即 得 


Tar ye {Pt Olea — z)) 


— zg AC 一 z))] + Pole: AC — z)) 
一 SCACL — 2))]} (21) 
Hi PY ORAA PY =D REA 
1 一 疡 一 (一 Pz) Po 
l~- P+ pp 


Prie) = 


P+O) = (22) 


0 22] * 


2) HES PY (> 的 表达 式 . 
今 
H Cz) — Pixs, 2u 1} a Et chou) ks } 


则 


Hy(z) SEa} — P(X = 0} + Ela |g ag 


一 万 + (z) — PING) = 0, N} (2) > 0} 
EX 2%) | xt gnntan? 
= P+ (2) — g,Ad — DEPE — pol 
将 式 (21) 代 人 上 式 , 并 令 z*=1:, 得 
H(1}=1— Pt (0) 4 bo 
Bal OWE A 
PiX = 1} = A) 
于 是 
P(X =O} = 1 PiX = 1} = PT COD — Po 
式 (24} 代 入 式 (14) ,得 
b= pho 
再 结合 式 (22) ,得 
B= tas lp P 
这 样 ; 式 (25) 代 回 式 (22) 及 式 (23), 可 得 H1(z) 的 表达 式 为 
H(z) 


(23) 


(24) 


2ig CACI 一 z) 一 z} 


根据 Pi《z) 及 HOREL A 


+ 
PH) = Efn |x a) 一 


式 525) 与 式 (22) 比 较 , 即 得 
© 222。 


H íz) 
P{Xap = I} 


(26) 


(27) 


DIR, = 1) =PiXy =O} => (92) 
于 是 PY = 2H 2) 结合 了 Ts 的 表达 式 即 得 式 C15), AL RAPER 
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队长 一 E| 即 得 式 (16), BEERE 


推论 ! 对 非 强拆 型 的 优先 权 , 离 开 的 是 高 优先 权 或 低 优先 权 顾 
客 的 半 稳 概率 各 为- 


推论 2 对 非 强拆 型 的 优先 权 , 颇 客 离开 时 刻 之 后 的 骨 时 , 留 在 
Fe BEES (AGAR IE OF Bt A BE 2 BO 
Pi (x) =E{2 0)) 


o p0 a- 
AnA a o r] {t[1 一 有 CACL ~ 2))] 


+ — pi P21 z) 


+ Lg AG 一 29) (29) 
其 中 平均 队长 为 
i pro a 2G + Bd 
ABO lea = tat m+ GEES Go 


推论 3 ”对 非 强拆 型 的 优先 权 , 在 已 知 离开 是 低 优先 权 顾 客 的 条 
件 下 , 低 优 先 权 顾 客 离开 系统 后 的 瞬时 , 留 在 系统 中 高 优先 权 顾 容 数 
平稳 分 布 的 母 函数 为 

PY (ez) SED | yo} 
=2Pt (2) — Pi (z) 


=g, [AL] — z)} (31) 
其 平均 队长 为 p;; 而 平稳 分 布 为 
pr = \ eG) } J — O,1.2.°" (32) 
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推论 4 ”对 非 强 拆 型 的 优先 权 ， 
1) 顾 穷 ( 无 论 娜 一 类 ) 离 开 时 ,系统 中 没有 顾客 (和 无 论 娃 -- 类 ?的 
平稳 概率 为 
P, =}, =F — (pt po)] (33) 
2) 在 已 知 离开 是 低 优 先 权 顾 客 的 条 件 下 , ORR FE RR 
中 没有 顾客 (无 论 哪 一 类 ) 的 平稳 概率 为 


P= pp = 1 — (+ Pa) (34) 

SEB MBF LSA AIS E F AARAA, RAE 
Gt 4 BCE ERA 

P, =1— (a + e) + 11 — ef) ] (35) 


Hh g OA) = ecco . 
D 在 已 知 离开 是 低 优先 权 顾客 的 条 件 下 ,该 类 顾客 离开 时 系统 
中 没有 高 优先 权 顾 客 的 平稳 概率 为 
P, = PY) = gA) (363 
DAE Fax) BFN RA PEA EE LL N PER 
率 为 


Pe = PEO) =1— = le + e) (37) 


i 
2 
定理 4 对 非 强拆 型 的 优先 权 ， 


1) 高 优先 权 顾 客 的 等 待 时 间 平 稳 分 布 的 LS 变换 为 
Om bs = pods + ALE = 82691 Ra) > 0 638) 


wi (s) = s— à -+ Àg i) 
其 平均 等 竺 时间 为 
0] — AA, + By) 
wo) = Tae es (39) 
2) 高 优先 权 顾 客 的 响应 时 间 平 稳 分 布 的 LS 变换 为 
wle) = LaF: 二 els Alr gaian (40) 
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甚 平均 响应 时 间 为 
Ww 一 Z, 28 元 (41) 
证 明 由 于 同类 跨 客 是 控 先 到 先 了 服务 的 排队 规则 ,所 以 在 高 优 
先 权 顾 客 离开 的 瞬时 , 留 在 系统 中 的 高 优先 权 顾 客 必 是 在 该 离开 地 
客 的 等 待 时 间 与 服务 时 间 中 到 达 的 ,因此 仿照 第 四 章 》 3 的 讨论 易 完 
成 定理 4 的 证 明 . 
n 


3) 在 强拆 继续 型 或 非 强 拆 型 的 优先 权 下 , 低 优先 权 顾 客 的 平稳 
分 布 

首先 ,我 们 必须 明确 等 待 时 间 是 指 顾客 从 进入 系统 的 时 刻 起 , 直 
到 该 顾客 刚 接 受 服 务 为 止 这 段 时 间 . 因此 ,在 强拆 继续 型 的 优先 权 
下 , 低 优先 权 顾 客 的 等 待 时 间 不 包括 在 其 服务 期 内 由 于 新 到 来 的 两 
优先 权 顾 客 所 中 断 的 时 间 . 于 是 ,不 论 是 强拆 继续 型 或 非 强拆 型 的 优 
先 权 : 低 优先 权 颜 客 在 进 意 义 下 的 等 待 时 间 分 布 都 是 相同 的 . 


定理 5 无 论 是 强拆 继续 型 或 非 强拆 型 的 优先 权 ; 低 优先 权 顾 
窜 等 待 时 间 平 稳 分 布 WE) ay LS ABBR A 
wE) = Pll + A ANG, AGI Sd (42) 
其 中 


(1 — Pi Pe?s 
s — À +4 Ag, lsg is) 


而 B01(s) 为 强拆 继续 型 的 优先 权 下 ;高 优先 权 顾 客 的 忙 期 长 度 分 布 
的 LS 变换 , 它 由 定理 2 所 确定 ， 

WEAR 我 们 将 所 考虑 的 有 优先 权 的 排队 系统 称 为 系统 5, HA 
引入 如 下 一 个 无 优先 权 的 排队 系统 $:: 它 是 一 个 MAG7A1Ace 排 队 系 
统 ,此 系统 中 只 有 一 类 顾客 ,其 输 人 是 参数 4 的 Poisson Hi. RIK 
到 达 的 先后 次 序 进行 ,而 服务 时 间 分 布 为 Gt) 二 GLU) Cs, S 
TO 表示 系统 5S: 中 左 客 等 待 时 间 的 平稳 分 布 , 其 LS 变换 为 并 5?)， 则 
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i(s) = (43) 


by HL Cs) AY TA ah Ak (43) PRE. 

在 系统 3: 中 ,顾客 的 等 待 时 间 就 是 该 顾客 到 达 时 正在 系统 中 
的 顾客 所 需 进 行 的 服务 时 间 的 总 和 ;而 在 系统 $ 中 , 低 优先 权 顾 客 
的 等 待 时 尚 WO 由 相互 独立 的 两 部 分 组 成 : 

第 一 部 分 是 与 此 低 优 先 权 顾 客 间 时 到 达 的 高 优先 权 顾 客 的 服务 
时 间 ; 以 及 由 于 在 这 个 高 优先 权 顾 客 的 服务 上 时间 内 新 到 达 的 珊 优 先 
权 顾 客 所 造成 的 延迟 . 易 知 这 部 分 的 长 度 等 于 强拆 型 高 优先 权 服 客 
RACHA BE ae) AA BONG ,其 LS 变换 60) 为 定理 2 确定 . 

第 二 部 分 包括 该 低 优先 权 顾 客 到 达 时 看 到 系统 中 拥有 的 顾客 
(包括 高 优先 权 顾 客 和 低 优 先 权 顾客 ) 所 需 进 行 的 服务 时 间 的 总 和 
(注意 这 段 时 间 的 长 度 等 于 系统 S; 中 顾客 的 等 待 时 间 了 了 ) ,以 及 由 于 
在 这 些 服务 时 间 了 内 新 到 达 的 高 优先 权 显 客 所 寓 来 的 延 返 . 

设 v 表 示 在 人 天 时 间 内 到 达 的 高 优先 权 顾 客 数 (o" 一 0,1;2，…)* 则 
带 来 的 延迟 应 该 等 于 v 个 强拆 型 高 优先 权 顾 客 的 忙 期 长 度 di,*… ,4d 
SA H d Bu 独立 ,它们 的 分 布 均 为 BEG. ii e Aa HEA 


Plus j} = [e 和 ss dha), f= 0,1.2, C44) 
w GO 
因此 就 有 如 下 关系 : 
wel = pUl + (T +a, ter +d.) (45) 
于 是 


WE) =| pot +d Hee t dixie pdt tz) 


| Spiel 4d, 4+d,<t-- 2} A aT) 
= Di, BUI — r) xe we BUG — r) LI et aT tz) 
一 一 一 一 
了 GDP J 
46) 


然后 取 LS 变换 即 得 式 42). 
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- 226° 


的 平均 等 待 时 间 为 


Peles -- AC +Ë) + 26,0] — p) 


2A- PO — P p) 


C47) 


定理 6 在 强拆 继续 型 的 优先 权 下 EA SEC FE AG ey ALLE E E 
稳 分 布 的 LS 变换 为 
wiles) = wil(s)e.(s 一 人 一 让)) (48) 
其 平均 啊 应 时 间 为 


We) -= Weel 4 (49) 


CL — e) Mz 


证 阴 AA TE om Dp a ae FE F A Ae A BY Ola ay oy [a] 
等 于 它 的 等 待 时 间 与 另外 一 部 分 时 间 之 和 , 这 部 分 时 间 为 :从 该 低 优 
先 权 顾客 刚 接受 服务 的 时 刻 起 , 衣 到 其 服务 完毕 离开 系统 时 为 止 , 其 
中 包括 了 在 其 服务 时 间 肉 到达 的 所 有 高 优先 权 顾 客 的 服务 时 间 , 类 
DAGAD ,这 部 分 时 间 可 表示 为 

Eip di toe + d; (50) 
Hp ACU SCAR AR TB) AE XY BTA BY SE 
EHAR miL d GH 0.1.2.0 aida, Bh 4 与 v FH Sk 
ws fe d, 有 分 布 BUT) RRR ARE HE I AY) BY] A 


Weel 4 (yO) + d, pe +b ds) C51) 
而 WE ead bt dst. 有 分 布 


_ ms 1 
P= j=] P edG (1), f= 0,1,2, 


PRE UL C4 EH Fe AR re BBG TE]. 


定理 7 «= FESESE TRATES Pe AR TR Ae 9 Bf] A 
分 布 的 LS 变换 为 
wel(s) 一 (Bat ACs) SO (52) 
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其 平均 响应 时 间 为 
whl = wha 4 去 (53) 
证 明 ”因为 在 非 强拆 型 的 优先 权 下 , 低 优 先 权 顾 客 的 响应 时 间 
等 于 其 等 待 时 间 与 服务 时 间 之 和 ,所 以 式 (52) 显然 成 立 , 而 式 (53) 可 
由 式 (52) 关 于 35 的 求 导 , 然 后 令 “一 0, 即 可 求 得 . 
| 


定理 8 ”在 已 知 离开 是 低 优 先 权 顾 客 的 条 件 下 , 低 优 先 权 顾客 离 
开 系 统 的 瞬时 , 留 在 系统 中 该 类 顾客 数 的 平稳 分 布 的 母 基数 为 
Pi (z) = w IHA — z)) (54) 
其 平均 队长 为 
-二 [PC = ay (55) 


A HE BR HF ke A F es) WA h Se Bg Es ZEAE 
拆 型 的 优先 权 下 ,ze(s) 与 雍和 由 定理 7 确定 ， 

证 上 月 ”由 于 同类 顾客 是 先 到 先 服务 的 排队 规则 ,所 以 在 低 优先 
权 顾 客 离开 系统 后 的 阴 时 , 留 在 系统 中 的 该 类 顾客 都 是 在 此 离开 刁 
客 的 响应 时 间 内 到 达 的 , 故 仿 下 第 四 章 $ 3 的 讨论 : 即 可 证 得 定理 8. 


2. 存储 问题 


假设 某 工 厂 有 一 个 仓库 ,专门 用 来 存储 生产 所 需要 的 某 种 部 件 ， 
这 些 部 件 是 由 其 它 工厂 供应 的 . 在 生产 中 ,部 件 不 断 地 被 消耗 , 间 时 
仓库 不 断 地 向 外 厂 定货 补充 ,来 保持 仓库 中 的 储备 量 ,以 满足 生产 的 
需要 . 由 于 部 件 的 需求 量 和 定货 到 达 时 间 都 受到 随机 因素 的 影响 , 因 
此 ,仓库 中 部 件 的 存储 量 也 随机 地 变化 . 应 该 如 何 来 设计 仓库 的 大 小 
呢 ? 仓 库 大 了 ,造价 就 高 ,同时 存储 的 部 件 多 了 ,相应 的 保管 费 也 高 ，; 
仓库 小 了 ;存储 货物 太 小 , 缺 货 时 就 会 影响 生产 ,造成 损失 . 因此 从 经 
济 方面 考虑 ,就 要 寻求 总 费用 最 为 节省 的 方案 ,这 就 是 存 情 论 所 村 解 
决 的 问题 . 
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考虑 如 下 的 存储 模型 : 

假设 需求 过 程 是 一 个 复合 Poison 流 :需求 发 生 的 时 刻 是 参数 4 
的 Poisson W. 在 每 次 需求 发 生 时 刻 , 所 提出 的 需求 量 等 于 一 个 单位 
的 报 举 为 9, 等 于 两 个 单位 的 概率 为 1 一 9，, 其 中 g00s 守 8 委 切 为 一 个 党 
数 . 设 仓库 的 最 大 存储 量 为 S 个 单位 .在 初始 时 刻 上 一 0, 仓 库 中 装 满 
TSH ABM AR RAEN, REECE RA HA. BPH 
应 ;没有 储备 时 ,就 让 该 宽 求 排队 等 待 . IM AEE AHS 
只 要 发 生 需 求 , 帮 其 需求 量 为 个 单位 烛 ==1 或 = 二 2) ,就 立即 发 出 & 
个 单位 的 定货 ,以 补充 仓库 的 鱼 备 或 供应 正在 等 待 的 需求 . 发 出 的 定 
货 由 一 个 等 待 制 的 单 服务 台 系 统 来 逐个 服务 (交付 订货 }) ,服务 时 间 
〔( 变 付 订 赁 时间) 与 尚未 交付 的 定货 总 数 有 关 , 在 任意 时 刻 , 正 在 服务 
的 定货 将 在 Ae 时 间 内 交付 的 概率 为 

人 十 olAL)， 着 此 时 尚未 交付 的 定量 总 数 为 1 个 单 性 

mått ol, 车 此 时 尚未 交付 的 定量 总 数 太 于 1 个 单位 
Fo <a, 说明 当 消 未 交付 的 定货 总 数 大 于 1 时 , 交 贷 的 速度 比 总 
数 等 于 1 时 的 速度 加 快 了 . 存储 模型 见 图 8, 3. 


定货 
= 交付 定货 的 
X 单 台 服务 系统 


Sennen | 库 
(Poisson) it @ 


图 8. 3 ”存储 模型 


考虑 如 下 四 种 费用 : 

1. 第 一 类 缺 货 损失 费 :每 个 单位 的 需求 缺 货 单位 时 间 的 损失 寓 
ICH ei; 

2, 第 二 类 缺 货 损 失 费 :每 发 生 一 个 单位 的 缺 货 所 造成 的 损失 费 
记 为 ez; 

3. 存货 保管 费 ; 仓 库 中 每 个 单位 的 存货 放 单 位 时 间 的 保管 资 记 


FY ez; 
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4. 仓库 修建 维护 费 : 仓 上 库 中 存放 存货 的 每 个 单位 空间 每 个 单位 
时 间 所 坑 的 修建 维护 费 记 为 ei 

令 14S) 为 单位 时 间 风 期 望 总 费用 ,z PY A BC TAS eh 
为 由 的 平稳 概率 , 则 


FE) =e S — S)p, + dela +20 DIN A, 
avis m= 5 


5 
+e, >) (S — mp, + eS (58) 
x 总 


下 面 就 来 寻求 使 fC(5) 达 到 最 小 值 的 3. 
1) 求 平稳 概率 pn 
由 于 每 到 一 个 单位 的 需求 ;就 发 出 一 个 单位 定货 ;因此 很 显然 十 
贷 的 发 出 过 程 也 是 同样 的 复合 Poisson fi- 
S NG) ATER A e 尚未 交付 的 定货 总 数 , 则 易 知 LN G ar20) 
为 ~- 齐 次 马尔 柯 夫 过 程 . 令 
Pt) = PING) =a}, R= 0 ,2 
利用 类 似 生 灭 过 程 的 分 析 法 ,可 得 微分 差分 方 和 f 组 : 
pult) =— àp t) -上 ap tt) 
pt) = gapo(t) — A dP + papt) 
PO = C1 — gap) + gap, 
— (A+ pp.) + top G) ae 
然后 仿照 第 七 章 4 的 处 理 ,有 ps = limp, (O FE H pant, 


1 Poco ETERS) ra a> too, FES 


| _ A — AL 
Pr fp 
Eyl 45 
Pi = PiPo 
{1 + 
| 一 PATA? y, — gfo (58) 


fy 
pr = Cl + Pa) Pn- GP 2Pa-1 一 C1 — g) Prpa- 天 = 3 
| + 230 + 


P= pals [et <1 
则 由 式 (58) , 取 母 函数 , 即 得 


3 1 + Cp, — palz m 
Pir) = po Jope- denne be — A pee (59) 
令 * 一 1 结合 PCGD) = ipa = 1 , 即 得 
o leege 
Pe 11 #7 Ps £60) 
由 于 <p AE Py Pe DAG eR C60) A) op AE 0, a Bar ES 
分 于 
] 一 《2 — g)p, > 0 
Rl! 
C2 — glp = 4 (61) 


p= mui = (2 — go. Me <1. 将 式 (60) 代 人 式 
(59), WIERD fi (6, nO} eA: 


le 1+ th Pode 
PO = Tob) Times G-pee) SP 
由 于 Pte A Se PA TARA 
Pa ENA FA — 9) 


它们 都 有 是 实 根 , 故 可 将 PCz) 分 解 成 部 分 分 式 之 和 ,并 展开 成 崔 级 数 ， 
得 


P a 
(z) = a Ee ) 
{BOA gfe EP Bede FO) TOP EY 
ACS + P) Pe +o 
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| 2(1 一 — (9, 一 P 一 1 — n 
4 qI 一 《pi 一 Pa) (Ps — Ad [229 q) ] je 


ACA — p) fo A 
Ap a = NA + 4e.01 — @) ,因此 

_ 1— ? ayn 
Pa I+a— a. 1) 

， | 201 — q) P 一 《pi 一 2) Cp, 二 AD | 2pofl 一 g) ji 

RA +p) o FA 
| ate 241 — gp, — (A, pr) {ps — A) 过 pf — g) T} 
a = 0,1-2.°" 


(63) 


2) 寻 找 使 单位 时 间 内 期 望 总 费用 ACS) 达 到 最 小 值 的 5* 
RARS 为 全局) 最 优 存储 量 ,车 /C5) 在 $=58' 处 达到 最 小 
值 ,又 称 S。 为 局 部 最 优 存 储量 , 若 
fro» < (5 十 1) O S >ot 
FSD sS FCS, ~ 1) (64) 
TS) fCS, + 13. So = 0 fit 


今 
AGS) = AKS + 1) — FOS) 
则 由 FCS) REM 1 
AFCS) = (el + ez) Èa. — e,Alg + 201 — a) ]ps — e +e 
(65) 
容易 得 出 ,3 为 局 部 最 优 存 储量 的 必要 充分 条 件 是 : 
AFS m D SISA GO GWS.>0 (66) 


o< Af(S,), #5, = 0 


于 面 分 黄种 情形 来 讨论 : 
(1) # e, +e,—e,algt+2U1 —¢) 220, MA), 
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AFS 1) 


= (ey ee) >) p, + fe, + es — eg + 20 — 9)1} poe,, 


r= 


— e +e, 


Š 
Ce, + ea) Pn — e H e, 
aci 


5 
Ile, + es) >) Pa — elg + 20 — a) os — ey +e 
aw 二 


=AS(S) (67) 
因而 任 一 局 部 最 优 存储 量 ?一定 是 全 局 最 优 存 储量 . BEL. 5。 
为 局 部 最 优 , 则 式 466) 成 立 , 故 由 式 467) ,得 

m g ASS I S o A S LAS, +1) Ss FS, > O 

1 LASSO SAPS, +1) Se FS, = 0 
于 是 

oe SKS -DS/SISfS FDS FS, > a 

lox res) <= f0S, +1) SHS. = 0 

这 就 说 明 5$, 为 全 局 最 优 . 


Y etero RETIR S 是 存在 的 ;因为 当 Soo 时 ,极限 
limAf(S) =e, te, 祈 0 ,因此 总 存在 S$' RB APCS") SO. 


当 e, =e = 0h}, 由 式 5652 ;对 尾音 Ss 


Af(S) 一 一 6 2) ps ~ ella + 20 — 9)]ps S0 
a=S+1 


因此 ,虽然 极限 limAS(S) = 0 ,但 可 能 Af(S) 永 远 小 于 怜 而 达 不 到 
零 , 此 时 全 局 最 优 存储 晤 5S* 就 不 存在 ,而 只 有 当 A/(S) 能 首次 变 成 0 
时 ,对 应 的 5' 才 是 全 局 最 优 存储 量 . 事实 上 ,< 一 “一 0 的 情形 即 存 镶 


模型 中 只 有 缺 货 损失 而 没有 存货 保管 费 和 仓库 修建 维护 费 的 情形 ， 
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因此 很 目 然 地 , 位 库存 储量 5 AN EER A RAN Se AYE Be AS D, 
所 以 这 种 情形 实际 上 是 没有 讨论 价 伍 的 ， 


于 是 , 当 最 优 存 储量 8' 存 在 时 ,可 以 这 样 安排 导 求 5' 的 算法 ; 

从 5=0 开 始 , 逐 个 计算 APSA BA AS ORR 
非 负 值 时 为 止 ,这 个 使 A1C5) 首 次 变 为 非 负 信 的 S 就 是 全 局 最 优 存 
WES". 


(2)# e, te;—eAlg +201 —g)]<c0, pat (65), 
sl 
ACS) =e, 十 es) Dip, +- {e, + e, — elga + 20 — glips 
a= t 


一 e +é 
Sml 


z= (e, 十 es) >) Ps + te, + e; 一 eAlg + 201 —g) i} 


a= 0 


号 一 | 
~ > ps 一 el 十 人 
r= 


Bf 
A!l 
AFC) S e, — eAlg + 20 — go] +eAlg + 20 - DI P +e, 


(68) 
当 es 十 es 之 0 时 ,最 优 存储 量 5' 是 存在 的 ,因为 , 当 5 一 ?时 , 式 (68) 
的 右 端 的 极限 为 @s 十 e; 记 0: 所 以 ; 式 668) 的 右 端 就 能 在 有 限 的 3 伍 
上 变 为 非 负 t 记 首次 这 个 5 A S). FERED AN S 增加 村 
是 非 妖 的 ;因此 ; 它 一 旦 在 $, 处 变 成 非 负 后 ,其 后 的 量 均 为 非 负 ,于 
E SS ALCS) 0 h 
FS) SfG, + DS /6,4+ 0a 
显 见 ,最 优 存储 量 S' AEO, FLD er FCS) POR Ba ETN AB 
4 §, 
而 当 es te 一 0 时 ,如 前 所 述 , 这 种 情形 是 没有 讨论 价值 的 ， 
”了 34， 


于 是 ; 当 全 局 最 优 存储 景 5' 存在 时 ,此 种 情形 可 以 这 样 米 安排 
寻求 5S' 的 算法 : 

从 5 二 8 开始 ,逐个 计算 At5) 的 值 ,计算 到 合式.68) 右 端 首次 变 
ALE CUBA IB SGN SOM Ak FRE AOA) AOS P 
IRMA ARB SCOR S SS) REE S* ,从 而 0 入 S$ * SS, a, 


RAE HRM & H, 


3 1 背景 与 规则 


1. Oe 


利用 困 期 对 服务 设施 进行 调整 维修 ,或 者 服务 员 在 闲 期 中 去 休 
假 ; 或 从 事 辅 助 性 工作 的 排队 系统 ,我 们 称 为 休假 排队 系统 . 由 于 在 
计算 机 系统 、 通 信 系统 ,管理 工程 等 领域 的 重要 应 用 ,这 类 排队 系统 
受到 了 人 们 的 普遍 关注 . 由 于 不 同 领域 中 发 生 的 实际 问题 各 种 各 样 ， 
由 这 些 实 际 问 题 导致 的 休假 排队 问题 也 于 变 万 化 ,因此 我 们 下 面 仅 
对 诱发 体 假 排队 的 典型 问题 作 些 概述 ， 

1) 辅 助 工作 诱发 的 休假 

在 负载 较 低 的 排队 系统 中 ,为 了 有 效 利用 闲 期 ,可 增设 某 种 辅助 
性 .维持 性 工作 ,一 且 系 统 空间 ,服务 员 即 开始 一 项 辑 助 工作 ,完成 后 
视 系统 中 有 无 顾客 而 恢复 服务 或 从 事 下 一 项 辅助 工作 . 把 辅助 工作 
时 间 看 成 “服务 员 和 休假” 问题 是 :怎样 设置 辅助 工作 , 才能 既 较 好 地 
满足 顾客 的 需要 ,又 使 系统 有 较 大 效益 ?这 类 模型 已 在 计算 机 的 中 心 
丸 理 机 运行 种 柔性 生产 管理 过 程 中 得 到 了 重要 的 应 用 . 

2) 服 务 员 的 体 假 

在 负载 较 高 的 排队 系统 中 ,服务 员 的 工作 强度 是 相当 大 的 ,为 了 
工作 大 员 的 映 体 健康 和 在 下 一 阶段 对 工作 的 投入 ,公司 往往 让 服务 
员 在 连续 繁忙 一 段 时 间 后 去 休假 ,休假 后 再 问 到 系统 上 班 , 问题 是 服 
务 员 的 休假 如 何 影响 系统 的 队长 与 顾客 的 等 待 时 间 ? 怎样 给 服务 员 
一 个 合理 的 休假 期 ? 

3) 设 备 保养 诱发 的 休假 

为 了 保持 服务 系统 长 时 间 有 效 运行 ,一 旦 系统 空 出 ,就 对 服务 设 
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备 进行 一 次 例 行 保 养 . 实施 保养 的 时 间 ( 可 以 是 随机 变量 ) 视 为 “服务 
员 的 休假 ”此 期 间 到 达 的 顾客 需 等 待 家 到 完成 保养 后 才 依 次 被 接 
待 . 我 们 关心 的 典型 问题 是 :出行 保养 怎样 影响 系统 的 队长 和 等 待 时 
闻 ? 如 何 制定 最 优 的 保养 策略 ? 

4) 冷 启动 系统 诱发 的 休假 

在 许多 实际 系统 中 ,为 了 降低 成 本 , 当 服务 系统 中 无 顾客 时 应 关 
闭 服务 设备 , 当 有 顾客 记 达 再 次 工作 时 通常 需要 一 个 随机 的 启动 时 
H. 启动 期 可 以 看 成 是 系统 闲 期 最 先 到 达 顾 容 触 发 的 “休假 ”, 该 顾客 
及 在 启动 期 内 到 达 的 其 他 顾客 均 需 等 待 启动 结束 后 才能 得 到 服务 ， 
例如 复印 系统 就 属于 这 种 情形 . 

5 循环 服务 诱发 的 休假 

一 服务 员 按 某 种 规则 轮流 为 若干 个 顾 窜 队列 服务 ,这 种 排队 现 
象 常 发 生 于 计算 机 系统 .通信 网 络 . 有 竞争 机 制 的 港口 服务 等 实际 场 
合 , 把 注意 力 集 中 于 一 特定 队列 ,服务 员 接 待 其 他 队列 及 在 语 队 列 间 
的 转移 时 间 可 视 为 “休假 ” 这 里 ,休假 长 度 取决 于 服务 员 在 各 队列 处 
的 服务 规则 , 也 取决 于 各 队列 的 状态 ,因此 ;休假 时 间 分 布 通 常 是 未 
知 的 . 

另外 ,NN 一 策 梧 排队 系统 ,7 一 策略 排队 系统 ,DD 一 策略 排队 系 
GE WA BAR SCALE BA FR GES AB PT SAA HE BA ER- 


2. 休假 规则 


描述 系统 的 休假 行为 ,只 给 出 休假 时 间 分 布 是 不 够 的 ,还 需 知道 
导致 休假 开始 和 终止 的 机 制 . 当然 ,可 以 根据 实际 需要 引入 各 种 各 样 
的 休假 行为 . 下 面 我 们 列举 一 些 在 文献 和 应 用 上 经 常 出 现 的 休假 规 
则 . 

1) & A exhaustive service} 规 则 

服务 员 一 旦 开始 为 顾客 服务 , 便 一 直 持 续 到 系统 内 无 顾客 ,休假 
只 能 在 系统 内 无 顾客 时 开始 . 

2) 闸门 服务 (gated service) $H N 

当 服 务 员 从 休 很 中 转 来 并 过 到 有 顾客 等 待 ,他 只 服务 已 在 场 的 
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全 部 顾客 , 而 不 包括 在 这 些 服 务 内 又 到 达 的 瑞 客 ,然后 便 和 开始 另外 一 
次 休假 ， 

3) 限 量 服 务 limited service) 规 出 

在 每 一 忙 期 内 最 多 服务 下 个 顾客 LK 为 一 个 己 知 的 正 整 数 ), 当 
完成 天 个 服务 或 系统 中 无 足够 顾客 时 开始 休假. 

4) WLS E (Bernoulli) AR K 

B—-IRS HA BRAS. QE: BY. ARR p 休假， 
以 概率 1 一 为 下 一 顾客 服务 . KRK RR SRAA AS 
就 接着 一 次 新 的 休假 ,直到 某 次 休假 后 至 少 有 一 顾客 等 每 则 恢复 服 
务 ， 

5) — Ab cE 2 38 AR} Cgeneral nonexhaustive service) 体外 规则 

泛 指 在 系统 中 有 顾客 时 也 可 以 开始 休假 的 种 种 情况 . 这 里 ,休假 
对 服务 可 以 是 抢先 的 或 非 抢 先 的 ,前 者 指 休假 可 在 一 服务 的 进行 中 
开始 ,后 者 指 休假 仅 在 服务 完成 时 开始 . 于 是 中 和 努 里 休假 规则 就 是 一 
种 非 抢 先 的 一 般 非 空 总 服务 , 

以 上 是 常见 的 以 触发 休假 开始 为 基础 的 休假 规则 . 下 面 再 介绍 
几 种 以 休假 终止 机 制 为 基础 的 休假 规则 ， 

6) 4% E {kig (multiple vacation) 规则 

若 休 假 结束 时 仍 无 顾客 ,就 开始 另 一 次 休 恨 ; 若 体 假 结束 时 系统 
内 至 少 有 一 个 顾客 等 待 ,就 开始 新 的 忙 期 , 多 重 休假 规则 的 特点 是 服 
务 员 只 有 忙 期 和 仿 期 两 种 状态 . 

7) 单 重 体 假 (single vacation) 规则 

若 休 假 结 束 时 系统 中 已 有 顾客 等 待 ,就 开始 新 的 忙 期 ,否则 , 进 
入 通常 的 亲 期 . 单 重 休假 规则 下 服务 员 可 处 于 忙 期 假期 和 闲 期 三 种 
状态 之 一 . 需要 指出 的 是 ,假期 与 闲 期 基 不 同 的 ,对 顾客 而 言 ;两 者 的 
区 别 在 于 共 间 第 一 个 到 达 顾 客 是 否 立即 被 接待 ,对 服务 系统 而 言 , 候 
期 中 服务 员 可 不 在 岗 , 而 内 期 中 虽 无 顾客 ,但 服务 员 必 须 在 网. 

8) — A} kR] (general vacation rules) 

泛 指 所 有 其 它 终 止 休 假 而 开始 服务 的 行为 ,例如 ,每 一 忙 期 后 最 
多 休假 m 次 ,每 一 忙 期 后 休假 次 数 是 一 随机 变量 ,甚至 依 蒜 于 系统 
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中 顾客 数 # 以 茶 个 概率 p. 终止 休假 等 . 

另外 ,文献 中 还 有 一 些 其 它 的 休假 行为 , 如 效 减 服务 Cdecre- 
menting service) Ala. [| Peat Cthroshold vacation) 休假 规则 . 但 是 ， 
系统 休假 规则 的 完整 描述 , 庶 该 包括 休假 的 触发 机 市 和 终止 机 制 两 
个 方面 . 


3 2 空 竭 服务 多 重 休 假 的 My/C717 se 排队 系统 


L 问题 的 级 述 


A HRS M/G/1/ 吕 排队 系统 ,让 该 系统 中 ,每 当 系 统 变 空 时 ， 
服务 员 就 去 进行 休假 , 若 休 假 结束 时 系统 中 至 少 有 一 个 顾客 ,服务 只 
就 立即 为 顾客 服务 ,直到 系统 再 次 变 空 时 又 去 进行 新 的 休假 . 假定 最 
务 员 的 休假 时 间 序 列 {V,,i 尝 1} 独立 ,服从 相同 一 般 分布 Y(D ,并 及 
独立 于 到 达 和 服务 过 程 ,其 它 假设 笨 件 与 标准 的 M/G/1/O FRIAR 
统一 样 ( 见 第 四 章 ). 进一步 设 :一 0 时 刻 系统 中 无 顾客 时 ,服务 员 不 
去 进行 休假 {但 半 稳 结果 与 此 假设 无 关 ). 


2. RAB RH RGE 


WS BRS SERA M/C//oOREA RSE AS 了。 表示 
第 个 顾 窜 服务 完毕 的 离 去 时 刻 , N+ 表示 第 ”个 顾客 服务 完毕 高 
Fat SCRAP HS onl. 车 取 服 务 完成 和 休假 结束 这 些 时 
刻 作 为 租 入 时 刻 点 ,县 令 
yal? 车 时 刻 te A ARS 76 aR BT A] 4) 
“10, SHALL 为 休假 结束 时 刻 
WINS J ee LAREN) 20} PRA RARE H 
At 表示 做 人 时 刻 点 的 队长 . 仿照 第 四 章 8 1 DE RA SATA 
EIN | J, oa ERSZ B G D fe Ol 2 和 二 0 1) 上 不 可 
约 . 非 周期 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 , 日 
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A 
=—<] 
aa? 


是 (Ni ,din 之 1} 正 常 返 的 充 要 条 件 . 记 
pp = limP (NY = jla i) f= 051,250" (2) 


Wi) e<1 R}, (pF aie 构成 一 概率 分 布 ,而 且 by 满足 方程 


pi = = Shay a11 F Set Ajek JO (3) 


fb A, = | ot O70 a = [e= GO" AGG) ASO. FE 
(py +7220} 的 母 函 数 为 


Pl (z) = Seip} 


peg Ad —2)) | 1—vGdd— z)) 


~ gll — 2)) —2 1 — wa) 
lel <0] (4) 
H vl) =A, = [ea ce) . 
ğ 
AF Pt) =1.2 04) hS > 一 1- ,得 
Cl vi 
于 是 
P+ (zy = (1 — p11 — IgAl — z) | 1 ~ vA ~ 2)) 
gA — 2))— 2 A] —2)E[V] ’ 
lz| <1 (6) 
3. 队长 


下 面 我 们 将 提出 服务 员 性 期 "这 一 概念 ,利用 第 四 章 32 的 分 
析 技 术 , 直接 研究 该 休假 排队 系统 队长 的 眠 态 和 稳 态 分 布 ， 

我 们 定义 "服务员 性 期 "是 从 服务 员 开 始 为 顾客 服务 的 时 刻 起 ， 
直到 系统 再 次 变 空 为 止 这 段 时 间 . 显然 ,此 处 的 服务 员 忙 期 长 度 与 标 
HE M/CG/1/co 排 队 系 统 中 的 (系统 )} 忙 期 长 度 有 相同 的 概率 特性 . 因 
此 , 若 令 6 表示 由 一 个 顾客 开始 的 "服务员 忙 期 ”长度 , 旦 
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BU) = P{b <t},86s) = [Ped Bt), Bs) > 0 
oO 


MEOE? = els + AG — 2) 在 1z| <1 AR- A OB 
《可 表示 为 


fre -] 
Be) = D |e SE ae) (7) 
poi I 
而 
l, C= 
limB(r) = | eS (3) 
res wo l, pal 
Efé]= (9) 
ie] w p=] 


TA BIUR S2 中 的 定理 1 在 此 处 仍然 成 立 . 


我 们 定义 ”系统 闲 期 "是 从 系统 阶 变 空 的 时 刻 起 ,直到 其 后 第 一 
个 顾客 到 达 系 统 为 止 . 显然 “系统 闲 期 "长 度 z 有 负 指 数 分 布 (1) = 
1 一 et 这 0. 而 “系统 忙 期 "是 指 从 有 顾客 到 达 空 闪 的 系统 的 时 刻 
起 ,直到 系统 再次 变 空 为 止 , 显然 , 当 系统 久 期 ?开始 时 ,而 服务 员 还 
在 休假 ,此 时 到 达 的 磋 客 具有 等 待 服务 员 从 休假 转 来 篆 接 受 服 务 . 
假定 NGORRAA REHAR BS 
2,0) = PING) = jlywer}s 


prs) = | etpylode, ij 20 


定理 1 MW AOS 1a 


i 一 f(s) fideo — vts + A] 


i oae rai aay | 1? 


Pots) = 


bD 一 Gy EL 一 pp 十 
sf} — ats +A — Abts) |] 


k È 
证 明 s= DV = Drok SL As Hl = 0. HAER 
J i = ] 


i= 
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刻 上 系统 中 设 有 贵客 当 且 仅 当 时 刻 : 处 本 系统 用 期 ”所 以 
fot) =[1 — F@)}+ | [1 FO — x) dF) x BUr)] 


“a 


十 DPA Ab te Sts Sty NG) = 0} 


上 一 1 


=F) 十 | Fa — Dd FOr) Bir) | 


+ SOP itatag Glia QT L Sal 
San te. ky te HNG) = 
=F | Fo — r)di PCr) x Bla) | 


+ > SI E a — TTo y- HÌ ae 


e eT ASV (dV YOU Od LF Cx) * BCer) | 

(1?) 
其 中 ,5 表示 “服务 员 忙 期 长 度 ”,m GE A HS RRR IR EAS 
1, 类似 地 ,对 :之 1 有 


balt) =| Fu _ dB x) 


= 


Fe fecr fi ry A J 
SDJ | pelt — z — y — u) 2 
ke] J=] 


fi 
i 
eotedY (dV OU Gd BW (a) | 


(15) 
momen 变换 分 别 为 
_ Fre 
pats) = 1 Lis) 4. LOO Fis)! 
十 p too D Drofa ZS EAr ——=_ dV Cr} 
! 1 
(143 
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LEON- fo] 


5 


b's) = . on i 
1—vs +A) pats wf 一 Ci Fa WVO (15) 


由 式 (14) 与 式 (15) 得 pao 5 pi ONERE: 
[1 — 7] [1 + Feis] 
5 ? 


Pals) 


+ — l a 
PRS) = pry | Pils) 一 


i>] (16) 
后 将 式 人 160 代 回 式 (14) ,经 过 整理 即 得 式 (10) ,再 结合 式 (16? 即 得 
5211). 定理 1 TE, 


FIGs) 


Pa = FG FA BG) 


{[1 — vis + Ada} 6s) +e Cs)} 
(17) 


pi (3) = at on (oO (Cs) 


k=] 


Bles) 


tua TA AG 


(Tuts + A — Ab(s)) 


—uls + Dha + 67 G} 
(18) 
其 中 9) (5) 由 第 四 章 32 中 定理 Se els mh 


HO =1(s)| e ONY G) a HY oy, 


十 5 RD soe +A — Able) 


b an i 
a 2 eo tax Last dV Ce} | ’ i 1 


证 明 由 于 时 刻 # 队长 等 于 j, 当 县 仅 当时 刻 : 处 于 “系统 忙 期 ” 
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中 ,而 且 趴 长 为 (G21). FA 
Pott) =| ace — «dF (x) 


+ SP{n 十 二 +m <t<7, 十 6, F 5 BE Se; 


rE=1 
ft 一 (十 页 十 区) <4} 
DA fy Spy ST, sgi 
k= 1 me] 


sa Ty H la eT FENG = Ff} 
=| Qt — zx)dF Cx) 
一 A 一 一 - _ ， 
+ SES Vir—z— y) re drat y 
下 一 1 
dV" PCy dl F(x) + BCr)] 


+ >; O pm -z= yu) AMO" ote , 


ada 6 7! 


B 


dV GOVEDO Cyd [F Cr) BC)Y (19) 
Feo Q, Ce) pa RE § 2 ARCS) AE Jl 


对 1, eA 
py) =P > tS ONG) = J} 


Pe fire — _- ! 
4 ST Fa —- y — y Lae 7 yoy eA -+t 
k=] 


dvb (da (x) 


on 


om t frog 站 一 于 一 A B | 
4- > yy | ” Pai (t 一 二 一 YY 一 HÒ ADT ee u] 


i dV Ca dV EP Cyd BY Cr} (20) 
Foe b> SB aR i BLE RAY“ HR DER RE. H TANE 
是 Poisson Fi. ATUA WAT S 2 中 的 式 (18), 得 
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PLS > tS ONG) = fh DQ nm) BOVE), ES] 
点 = 1 


(21) 
3019) 58 (20) fy] L 变换 为 


fey : FOG) [e vistan AN 
Pos (5) =f(s)q; Cs} + Tov +a ist Vt) 一 一 一 7 -dé 


FO) Lapay Ht)" 
+ 2 eea Tava, 


a 


i321 (22) 
Moy) = Yo? i—i gs} | e f (Ay y 
Py (s) = Digt) Cs) + 1 — vls + AD 0 fl 
i (s) z . 5 —tathn tai" 了 
二 Sofe aave, 
Poe lye) (23) 


由 式 (22) 与 式 (23) 可 得 关系 式 


pG) = Sige Cs) ics} 十 Pe [po ts) — fs)gr Gs) | 


k=] 


C24) 
后 将 式 C24) 代 四 式 422)， 并 注意 到 当 js 时 ,9 (3) 二 0, 得 
Po Gd 
— x Ftsa(s) __ 5 一 由 十 由 下 二 【11 
一 了 人 3 (5) + Tras ta Syl. e Væ) 7 一 一 一 4 
十 Oo 0071) ee ONV nee 


Tvs FA MG)) 人 2 Dlg yy gs) e 


| pw tay ay dV (2), jel (25) 
0 


MK (25) 由 石 边 第 三 项 为 
f(s) 5 dsk, + 


a = 一 -mn 一 一 一 — es au 


vis -+ A — ABCs) 一 


k Paa i 
D| eT ttih MOT vis, i > 1 £26) 
. ü H 


于 是 经 过 整理 即 得 式 (17), 再 结合 式 (24) 即 得 式 (18), 至 此 定理 2 证 


定理 3 4p, =limP(NG) = jjj = 0.1.2. 则 对 任意 初始 
状态 ,有 
1) 当 p=+>1 ,一 0; F220 ATT JRO RARER 


2) p= A<1 时 ,tp 全 存在 , 且 构成 概率 分 布 , 进 一 步 有 
HER: 
py = (1 -P ay (27) 


(Az)! 
T 


di 


_ 1 一 总) _ na. [ap 
pj; = ELV] i varie, + [e Vit) 


1 bone 
+ Saafi- Yee Save}, fel 
k= 1 H = 


=0 


(28) 


__il oy Catt} 
其 中 =Tay |e" Ge OOH 


inl k a CY | 
ik! _ ~ di ~ 
+ PALE Dİ j i] ace} , je l 
而 县 当 j 二 0 时 ,六 = 0A 一 | edv Og = [Peace 
k=1 a ü 


证 明 仿照 第 四 章 $ 2 中 定理 3 的 证 明 . 


推论 1 邻 P,(z) 各 卫 (z) 分 别 表示 空 竟 服务 多 重 休假 的 M/CG/ 
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1yce 排 队 系 统 与 标准 的 M/G/1/ 吕 排队 系统 平稳 队长 分 布 的 概率 母 
EK BY » Ia] 
P (zy = Loa = gd — 2) , 1 vd ~ 2)) 


gO AC — 2))— 2 ad 一 ELV] 
加 , 1 — Al zy) 
= P(r) “AG eI ELV jz{ <1 (29) 


证 明 MEN. BRK RA. 
-= 


推论 1 表明 ,对 空 竭 服务 多 重 休假 的 MM/G/1/co 排 队 系 统 , 稳 态 
队长 可 分 解 成 独立 的 两 部 分 之 和 : -部 分 是 对 应 标准 的 M/G/1/co 
排队 系统 的 稳 态 队长 ; 另 一 部 分 是 由 休假 引起 的 附加 顾客 数 ,等 于 在 
HARRENA Y 内 到 达 的 顾客 数 ,而 且 剩 余 休 假 时 间 六 的 分 布 消 数 

Vir) =PIV <2} 


1 a 
=v) E — Væ) ldr, 120 (30) 


恰 是 休假 时 间 分 布 V (2) 的 平衡 分 布 . 而 在 V 内 到 达 上 个 顾客 的 概率 
为 
1 

ELV] 
因此 , 这 就 是 空 竟 服务 多 重 休 人 很 的 M/G/1/ 吕 排队 系统 稳 态 队 长 的 
随机 分 解 结果 , 忠于 无 休假 系统 中 相应 指标 已 得 到 深 人 研究 ,因此 随 
机 分 解 的 意 头 在 于 ,把 休假 排队 稳 态 耻 长 的 研究 转化 为 对 附加 顾客 
数 的 研究 . 


Fea] 由 
| Ee Vd, b> (31) 


推论 2 WSU ARH Se RA MAG717 co 排队 系统 , 当 ps: 
时 ,有 有 
py = pp f= 0 (32) 


推论 3 对 空 竟 服务 多 重 休假 的 M/G/1/ 吕 排队 系统 , 当 Pp 二 1 
时 ,其 平均 队长 为 
+ 247 * 


VELX | AELV? J 


N= e+ 3S ay + SEV) 


(33) 


4. 等待 时 间 与 逗留 时 间 


恨 定 顾客 是 按 先 到 先 服 务 的 规则 被 服务 的 , 在 空 竟 服务 多重 休 
{LAY 7CG/17ce 排 队 系 统 中 ,由 于 顾客 接 有 党 服务 完毕 离开 系统 时 留 
在 系统 中 的 顾 容 数 等 于 在 该 顾客 的 逗留 时 间 内 到 达 的 顾客 数 , 因 此 ， 
稳 态 队长 与 逗留 时 间 仍 然 成 立 着 如 下 的 著名 关系 式 ( 壮 衡 下 )， 

Plz) = wlAtl— z), Jz} <1 (34) 
于 是 ;我 们 有 如 下 结论 ， 


定理 4 对 空 竟 服 务 多 重 休 假 的 M/C/1/ORA KS. TE el 


下 :有 
(1 一 ps 了 一 TS a 
Det) = s— À] — RCI] er t ACs) == 0 (35) 


_ aA 一 erg (sy lv) ao 


而 且 于 均等 待 时 间 与 平均 提留 时 间 为 
y AEri , ELV?) 
Wa = 2d —p) + SET] (37) 
~ 1 AEX] ELV? | 
W=- taa py + DEPT ee 


式 (35) 就 是 稳 态 等 待 时 间 的 随机 分 解 ,表明 稳 态 等 待 时 间 可 分 
态 等 待 时 间 ; 另 一 部 分 是 由 休假 引起 的 时 间 延 迟 ,里 时 间 延 迟 恰 是 
剩余 假期 时 间 六 ,其 分 布 由 式 (30) 给 出 . 


+ 248* 


推论 4 WSS ARH M/G/1/2 HEBR RA, Little 公 
RRI. 


53 ” 空 竭 服 务 单 重 休 假 的 M/G/1/oo 排 队 系 统 


1. 问题 的 损 述 


考虑 一 个 MAG/1Acc 排 队 系统 ,在 该 系统 中 ,等 当 系统 变 空 时 
服务 员 就 去 进行 一 次 休假 , 若 休假 结束 时 系统 中 至 少 有 一 个 顾客 , 服 
务 员 就 立即 为 顾客 服务 ,直到 系统 殖 次 变 空 时 义 去 休假 :面体 很 结束 
时 系统 中 仍然 没有 顾客 ,服务 员 就 进入 通常 的 闲 期 ,直到 下 一 个 顾客 
的 到 来 . 因此 ,在 空 论 服务 单 重 体 假 的 M/G/1/ 避 排队 系统 中 ,服务 
员 处 于 忙 期 (为 顾客 进行 服务 的 时 期 )、. 很 期 和 闲 期 三 种 状态 之 一 假 
定 服 务 员 的 体 殷 时间 序列 {Y, 蒂 由 独立 .服从 一 般 分 布 了 (上 且 独 
UF PAA RS HE. HEHE BIS ES ERY M/G/1/0o FRA 

一 样 , 进一步 设 :一 0 MRR PARRSN RS RABUTAR 
《但 绊 衡 结果 与 此 很 设 无 关 )， 


2. 散 入 马尔 柯 夫 链 


与 本 章 $ 2 一 样 , 对 空 蝎 服务 单 重 休假 的 M/G/1/ooF BAR SE, 
若 取 服务 完成 和 休假 结束 时 刻 为 宜人 时刻 点 ; 则 {NE sree E 
队长 过 程 {N00,1 宇 0} 的 租 人 马尔 柯 尖 链 , 其 中 入 i 表示 散人 时 刻 点 
的 队长 ,; 且 
1， at, 为 服务 完成 时 刻 
0， dr te 为 休假 结束 时 刻 
于 是 ,仿照 第 四 章 $2 的 讨论 ,可 证 明 (No ,J ;an 之 1i 蚌 状态 空间 
{91j 二 0;1,24 吕 站 一 ,1) 虐 不 可 约 、 非 周期 的 齐 次 与 尔 柯 夫 链 ， 
县 p 一 立 <1 是 (Nt w/in 之 1} 正 常 返 的 充 要 条 件 , 记 


dJ, = 
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py = limPI NS = glam} p= Oi 


则 当 P<1 ey JOE ARR TA pi 满足 方程 


i= FCS hajan + hea;) + Dy Plaja’ feo (1) 
bo} k=] 


Bm È ao k 

Hh ha =Í en! s2 dV (1) ,a =Í ee PO ACU k > 0. FB 
0 | ü ! 

(ph 720 的 概率 母 函 数 为 


po 


P+ (z) = OD zip 


ped 


o Q-A — 2g —2)) 
B gA 一 z)) z 


工 一 YL 一 *) + GO 一 z)uta) 
(1 — z) {va) + AELV J} ' 


其 中 ,85) = fe ndG@ 060) = | eav. 


jz] <1 (2) 


3. 队长 


对 空 问 服务 单 重 休假 的 M/7G/1Vce 排 队 系统 ,仿照 本 章 $ 2 的 
讨论 ,类 似 有 如 下 结果 : 


定理 1 yt As) > 01 A 
pas) 27 (1+ 
5 
f(s) bs) 


SONS 
14s + ALI AOG] — vs +A ADG)) 
(3) 


BD 
Pnt 一 s{] + us + ALI 一 F(sbCs) | — vís - A— ABCS))} , 


il (4) 
证 明 
+ 950 。 


pult) SEO + [FG -- adler) x B(x)] 
a 
+ PIV, mirth +t, NG) = 0} 
十 PY, = Taiti + b, + Ty x iN G) = 0} 


= F(t} 十 | Fu 一 rod F tr} + B(x) ] 
十 TS t ~~ yV ODAFO ALF Cr) x Bix] 
t firme CAy)™ a 
+> Putt — 2 y) “mt” wa 
dV (yd F' Cr) » Bix) | (5) 
EEn 与 5 分别 表示 系统 的 第 i 个 * 系 统 亲 期 "长 度 , 与 第 ;个 “服务 
员 忙 期 ”长度 ,i 字 1; 而 让 表示 服务 员 的 第 一 个 假期 长 度 . 
类 位 地 ,对 ib A 
p(t) =| Foe — 2) dB” (x) 


+] Pee = 2 ~ Vd Fd (x) 


+ Si prolt — x — y) A” e-way (ABO (x) 
mo] 


(6) 
KE WTS) HHO L 变换 ,再 类 似 本 章 8$2 中 定理 1, 即 可 完 
成 该 定理 的 证 明 ， 


| 
定理 2 MAG) >0iS1 521.4 


HOIHO + Hr (5)} 

* ae -di a 

Po Cs) 1 +vu(s+A{1 一 f(sbts) | 一 ns 十 站 一 证 全) (7) 
Pi Cs) 


= at abs) 


k= 1 
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Adie’ + ali — flsdb(s)] — vis + a ts) hg; G) 十 arl) 


+ Pot AL — FOG] vts F A — (sy) 
(8) 
其 中 9 Cs) a ADO § 2 中 定理 1 确定 ,8; ARES 2 中 定理 2 给 
出 jz, 
证 明 
Po) 


=| Qt — DAF + PIV, S237, +6, HREN = j) 
+ PV, S 1237] +h HREL T +b + VANG = j} 
+ PWV, tyn th +V SGNG) =j} 

=| Qt — 2)dF(x) 
+S py — r YODAF OVALF * BOY] 

+ [va 一 gjet? ME OL arn) # B(ar)) 


{Ay)” b 一 如 . 


+ D Put a y) 一 
dV Cy) d( F(x) x BCe) ] (9) 
类 似 地 ,对 ;之 1, 有 
palt) = SQ) x BED) 


k=] 


4 [| oye —x«— PVdF Oy dB’ (2) 
OO 


4 | VG __ xe tn LA — 7 — x)} ffs GRO (x) 


< 一 工 (Ay)™ 
+ Xj i Pu 
evdy (dB? (x) (10) 


LHE OY C9) ANF C10) AK L 变换 ,类 似 本 章 $2 中 定理 2, 即 可 完成 
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该 定理 的 证 明 . 


定理 3 令 pj—limP(NG = j),j>0 IETS IR 
DM p= SI Bit» p= 0+ 220s AT e 7220} RARER 
AB 


DH P=“ BY, p ZORE BARERA ESA 
如 下 递 推 式 ，; 


Po = FETV] + ula) (11) 
_ 41 — 9) at ay 
Pi = AETV] + va) lo, + [e AV (t) dt 


jv] E je 
+ S30 ~ > e= owo, j=1 Q2) 
二 一 1 iw I r! 


其 中 0 出 本 章 $ 2 中 定理 3 pE JLA j< R, y= 3 
IA “仿照 第 四 章 # 2 中 定理 3 的 证 明 . 


推论 1 OPAMP AAR wes EY M/C/ 
1/co 排 队 系 统 与 标准 的 M/G/17/oe 菲 队 系 统 队 长 平稳 分 布 的 概率 苹 
函数 , 则 


P,(z) =Pl2)- = VAC = 2)) + UzwA 


(1 — zjivta) + AELY 4} 
|z| <2] (13) 


证 明 ， «RGR Re TT A Ne. 


LEH SE OA. EIRA AR AR M/G/1/OFR RSH 

稳 态 队长 也 证 分 解 成 独立 的 两 部 分 之 和 ;一 部 分 是 对 应 标准 的 M/ 

G/1/eo 排 趴 系统 的 稳 态 队长 ! 另 一 部 分 是 由 休假 引 超 的 附加 顾客 
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数 . 因此 式 (13) 就 是 空 阐 服务 单 重 休 假 的 好 /GZ717eo 排 队 系 统 稳 态 
队长 的 随机 分 解 结果 . 


推论 2 对 空 竟 服务 单 重 休假 的 M/G/1/Oo HERA RE. 当 ec] 
时 ,有 
pi = pa JS 2er SED 


推论 3 ERRA PERR M/G 1 oo REIN BE, i o<) 
时 ,平均 队长 
; FETA] ee EVE) 


N= 0+ oa ay t 2E V] 4 wa) (15) 


4. SSR Sik By E) 


(ER GE VES FE He SC AC AL 99) SB A. h F 9 9 
BAN SERS PES FAS Ae BS A SB A 
数 ,所 以 在 空 竭 服务 单 重 休假 的 M/G/1/o*: 排 队 系 统 中 , 稳 态 队长 与 


扣留 时 间 仍 然 成 立 如 下 著名 关系 式 : 
Plz) = wAd —2z)), dhela] (16) 
于 是 有 如 下 结论 成 立 . 


定理 4 对 空 竟 服务 单 重 休 假 的 MCA HARK TE P< 
下 ,有 


eC A eo 
zt 一 MG” wA + AELvV IY ， 
Rls) = 0 (17) 


2) ws) = B= pga) sul) + ALL ~ei) | 
wT Ng sw + AELV])} 


Ris) = 9 (18) 
Wied EL SF R Te] SF a BIBT 
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iv. AB X? | AREV] 


2p) 2 E AEN 19) 


F = t ABEL X? | AETV? ] 
全 一 一 -一 十 , i 


推论 4 UTERI A RRA M/G/1/2 HEMA RR. Little 
as TROT. 


$4 空 竭 服务 多 重 指数 休假 的 
GIAMA1/ 守 排队 系统 


i 问题 的 叙述 


考虑 一 个 G1/M/1/ 吕 排队 系统 . 在 该 排队 系统 中 ,顾客 的 到 达 
问 隔 时 间 序 列 {5.,i 实 1} AR DR KARA FCO , 记 六 均 到 达 间 隔 
时 间 为 0 之 = AEO ;大 客 所 需 的 服从 时 间 序列 人 Y ,i 之 让 儿 
立 . 服 从 参数 ol ON RRR GO 二 1 一 e Nt eo. BARE 
变 空 时 ,服务 员 就 去 进行 休假 . 若 休 很 结束 时 系统 中 仍 没有 顾客 , 服 
务 员 就 接着 开始 另 一 次 新 的 休 人 很 ; 若 休假 结束 时 系统 中 至 少 有 一 个 
颐 客 ,服务 员 就 立即 为 顾客 服务 ,直到 系统 再 次 变 空 时 又 去 休假. AB 
定 休假 时 间 序列 {V,,i> 切 独立 服从 参数 9C>0) 的 负 指 数 分 布 了 
(一 1 一 et20, 并 且 到 达 、 报 务 与 休假 是 彼此 独立 的 , 进一步 说 
一 0 时 刻 系统 中 无 顾客 时 ,服务 员 也 去 进行 休假 ( 但 平稳 结果 与 此 假 
REX). 

2. 嵌入 马尔 柯 夫 链 


BET, 表示 从 :一 0 开始 第 个 顾客 的 到 达 时 刻 ,N7 表示 第 
AAAI BARR PO AMS BRAD MAR. S 
0, 车 第 nn 个 到 达 时 刻 发 生 在 假期 中 
1， 车 第 个 到 达 时 刻 发 生 在 服务 员 性 期 中 
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J, = 


则 容易 证 明 {N7 donre ERA BING) OTA GRA R 
链 ; 其 状态 空间 为 E= (Eja) :jij 二 0rl 2an i=0,17. 


定理 1 PRA SRR RHN danel) ERSTE EAn 
约 、. 非 周期 的 齐 次 马尔 柯 夫 链 . 
证 有 明令 状 态 的 一 步 转移 概率 为 
Pua 二 了 人 一 | 
则 
D4 j 一 1,2， i +110 时 ,有 
Pu 
二 P{ 在 到 达 间 阳 r 内 服务 完 i 十 1 一 j 个 顾客 ) 
[PALA Mtoe BM RS KAM be + Ki l 
T Pn be FX KES Mb H Ka bd = 0 
-站 (ppi 
o GFI J) 
jsp be = [e are) k S 0 i RRERERS ORSON 
余 服 务 时 间 ,X 有 参数 K&(>0) 的 负 指数 分 布 . 


e-“d F(t) = Bias, C1) 


D4 jit 2,120 时 ;显然 有 
Pura = 9 (2) 


3) 当 ;之 1 时 ,有 
mo 上 一 1 

Pus tons T Drix 十 … + X 十 SIV, ara X, + 
t=] J= | 


上 上 
1 


| 
ee F Bey 十 DY | 


i 1 


k- 1 
Plt +o + Meio SUV, Stik 十 


下 一 p=] 


(3 
de) 


1 一 | 


一 D| [vee =ar) = VPE — 2) WP {X, + 
bum] 


… 十 Xa, S chdFCs) 
=|" i Hey” ede |dF (E) 


=] — yp, 


t= ù 
ASSO. 
Puoro =P{r €V} = [eare 


= f(8) 
其 中 VY 表示 剩余 假期 .有 参数 8%>0) 的 负 指 数 分 布 . 


5) 当 1 时 ,有 


P ir,0 .ty —P{Y 十 xy 十 … 十 Kt T= V 十 Xi 十 


"十 Ri} 十 Kitoj? 


— il- 
=|" f [el x) j i pretend, pe-edz dF G) 
J 身 了 


GHIS 71 


FEOF 4 yay 


其 中 心 = f” i Lett a o- Hu) “Gemdz jdP (Dk > 1 


kt 


Od Sy j= -F lie 60 AL BRA 


Pings = 9 
D 4 i0 j, 有 
kt 一 1 
Pawo 一 SP [Ý + x + eet ub MV <r 
t=] | 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


4 
<P tetat Sy, 


1 三 1 
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一 | | [人 一 一] 二 六 十 
Ł—= 1l 
rt Xa S AEO 


=| PIV +a toe + Xa KEE) 

anne 》 Lee TDL avenue 

— _ ae dv Cr gd F' iE) 
ot k= 0 , 


=1— 70) Ve o 
k= 0 


EEIN of reel ERAT H E 上 的 齐 次 马尔 柯 去 链 . 
如 果 我 们 按 字 和 典 序 ; (C0,0) 101 010) 一 1,2… 写 出 一 步 
转移 概率 矩阵 P 了 为 


CO © 


(8) 


= 


= 
= 

: > 
aes 


b 0 
Hea, Boo =] — fia — Cos Ag = [eos f(A) hA = i ve = 
t 
b, 50 1 — Du 
od Ba = <1 | 22> 1,0 是 相应 的 2 维 堆 行 向 量 
和 1— #0) 一 De 
ae 2x2 阶 零 矩阵 . 
根据 卫 的 结构 易 知 {N5 ne) AR AY AY ERRAI. 至 此 年 
m 1 证 毕 . 


下 面 我 们 将 应 用 Neuts 发 展 起 来 的 矩阵 几何 技术 来 讨论 其 平 
结果 . 为 此 , 先 介绍 如 下 引 理 ， 
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A 
引 理 1 + p= MY OA we 3) Oh, EAT ER = 


p2 R*A 有 最 小 非 负 解 及 , 且 
一 中 
| ô 0 
LYS — ft) Foy 
其 中 fay — Peara POOLS < 1) 为 方程 2 =- | eid) 
ü Ù 


7 B ee 0 
= fA 一 2)) 在 (0,1) 内 惟一 的 实 根 ,” = 攻 一 ei — FOO) |” 


WACO FASO A2K2 MA PEAR. OR 
AHA fF RMR 必 为 2X2 HA PHATE. 不 妨 设 


r 0 
ep” 
Fz Fas 


i (3) 


则 


R+ = 


rqi 0 
E ot, kI (10) 
ra Saris a 
BR FESR CLO FLA ERIR ER OR MUS FF EEEH T. 
BSE be HEL CLOOURA RAE A 
roa 一 Gd — ry 
Pop == FC) 


æ be] oa 
ra = Pa Sb D rhi + Sial F 
k=] 一 站 此 一 站 
显然 , 当 p<1 时 ,由 第 五 章 31 中 引 理 2 知 , 式 (11) 中 的 第 一 个 方程 


在 (0,1) 有 惟一 解 7 二 6,0 之 6 过 1, RE rra ORAR 
(11) 中 的 第 三 个 方程 ,并 注意 到 


= g 
ol 一 一 
Jul FO? o 8 pli 一 fe] ea F0) FO} 


(11) 


(12) 


* 759 « 


— ; mi fp O) 
1 KON 1 jy 


= spay (fH ~ FD) — FO) 
(13) 
妈 得 roy. 从 而 得 解 式 49)， 
AF rye >Osr, = f(O) 0, Bred BEDE SE fh » FA 4 oa 
1 时 ,有 


118 — AO] = ge Gay > C14) 


下 面 分 两 种 情况 讨 沦 式 (14). 

由 于 (0 之 之 1) 为 方程 < 二 fn(1 一 |! 
DEO DARE Of Ce 2 
KF z ELI AREA AROMA 4% 
9. 1) ;因此 

U plee Rj A raS eder) 图 9.1 
h iel A A >Le. 


DY geait RAL 
TD PCA 一人) 一 全 (15) 
RM2e= ff), WW eeN, FE 
x= FCO) fal e FCA) 
即 
< ET 一 上 (18) 
结合 式 (15) 与 式 (16)， vont stan ies 


2343 @>20--On, UBRA 
ft) < fGen ë =8 (17) 
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仍然 取 z= fC), ll Oe = f (<8, PE 
z = fC) < fn] FO) 
即 
ê> p[i — fF] (18) 
结合 式 (17)? 与 武 (18) ,此 时 式 (14) 仍 然 成 立 . 
由 于 80 过 1) 是 方程 2 二 fpxt1 一 z)) 在 (0,1) 内 的 最 小 正 


根 ,因此 矩阵 解 R 是 矩阵 方程 R 一 > R'A, 的 最 小 非 负 解 


it: 在 参考 文献 [30] 与 参考 文献 [127j 中 ,作者 指出 上 述 引 理 

1 在 0 一 AU 一 人 了 时 也 成 立 . 其 理由 是 “使 用 洛 性 塔 法 则 ”可 得 ,但 未 见 

过 程 . 事实 上 ,该 论断 是 没有 推 证 到 的 , 因为 当 8 一 pgl 一 3 时 ,使 用 
洛 必 搭 法 则 ,得 

lim 8 一 f0) 

gepi O — pli — FCA] 


o 一 fA) 
=, lim ， 1+ pf) 


[evere 
= m (19) 
| [1 — pte O Er) 


在 式 619) 中 ,分 子 显 然 是 大 于 零 的 ,因此 ,要 说 明 臣 (19) 大 于 零 ， 
只 需 说 明 其 分 母 大 于 零 . 但 是 ,着 令 
Att} = ] — pte UO +S Oo 
Wl Att) ELO,oo) FER AOS), A 
ka = He = em 1 
»AO)=0,F AOL OARARHE-HRSA, 
E 1 
~ yas) 


FEAOEL D EKRA RMD AA 


max At = 1, min ÅG = i — 
[Kiest e= 


和 nn 


Fo 


1 
vd 8)? pAg] 
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而 最 小 值 是 与 六 有关 的 , 显然 


1 | 
H) = } ell — 8) 
H(0 =1— 一 wo, lim H =- oo 
t+] 
BLL ES 
H8) = 0 


当 0<8<<1 一 二 时 ,最 小 值 min AOS MM RAN DEAF 
当 1-7 c<] 时 ,最 小 值 min AGIO, eee ACE CO. 
AAA ER BPR Gon 于 是 积分 
{a — pte TIT H Ft) 
Ù 


— Proar 十 Proar + | rdre) 
ü h t 


-由 第 -与 第 三 项 非 负 ;但 第 二 项 非 正 ,因此 此 时 不 能 断定 其 符号 . 
hi A 1 ag 
RED SAP oe, 4 0= eC - 0, OSes] —— E 1 
也是 成 立 的 ， 


引 理 2 a> A Sas] ! | TN ALBA Ty FE R 
ppan 


} 
1— f@) FA 
= STR, 有 解 及 ', 昌 有 :的 所 有 和 转 征 值 都 在 单位 国内 的 必要 充分 
条 件 是 


d = 
de An z | 
TECO p =1 MAD, > 的 所 有 j R FOR CAD RIRE A 


第 ; 行 第 j 列 的 元 素 ， 
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>] (20) 
se] 


证 明 必要 性 FENER 一 DRA ARR NR K 
t=0 
小 为 


ae 0 
i 
和 方程 组 式 (11) 成 立 .于 是 
r = fA — rad), ra = FOB 

RR R* 特征 值 为 A =r sA Sra 出 于 A: Ad 都 在 单位 图 内 ,所 

p 
O<r, <1 (21) 

TEEGAA: AB ra = fC A ry = 8008 <1. AA 
本 Fiel ~ 91) 76 00,1) A de A 8 AY eh ea. PE or = 6 TE 
(ODARE 根据 第 五 章 $1 引 理 2 知 ， 


| (22) 
现在 ,使 得 tA) 一 1 AAG), 0 的 只 有 j=l ;但 
d a 
de Anne 
k=0 
HPAC BU sh 20) BR ae. 


”二 1 P 


充分 性 FERCB WY pc. AMAO HEH, BY AE 
HER = DURA, 有 解 R' , 且 R'* 可 表示 为 
i A 
Lyd fo fF) 
He 80 8< 1) AB ce =f Ce — EO, 1) AE EX = 


G 
@—x(1—f (8) ] ° 
PR R'A PE a Ee PY. 至 此 引 理 2 证 毕 . 
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定理 2 

D4 @4e1—-O A oL MRA BRA REEN dan 
LAIEN: 

24 9=u 0—8) AA OSI — WT P< MEA BRAR 
HIONI J Anl AERE. 

证 明 和 报 据 参考 文献 [110j 中 定理 1.5.1, 知 嵌 人 轧 尔 柯 去 链 
{ONT od) tcl} AAR AA IE PB AY E SE ER OTF 
1E LARC PA a A. tt Be 

Bog An i 
B= | = = (23) 


OR 1B,, DRA, 


有 正 的 左 不 变 向 量 ， 即 存在 向 量 e= leee) 0), (E43 eB =e. 
当 pcl 时 ,显然 式 (20) 成 立 . 由 引 理 2 AERA R 的 特征 值 都 
在 单位 图 内 . 下 面 只 需 验证 矩阵 B 有 正 的 左 不 变 向 量 。. 事实 上 ， 


1 vo FO) 
by be 
R= E ] 一 - 3 0 
] 一 bre — HAT + Va brie 一 FD ly 0 
$7 C0) KO SFO) 7H 


He e= lro ¥(8— FCO) Jas ara) WI WIE eB=e. 根据 引 理 1 太 
其 注解 ,此 时 YO fl >0. ARES o> 0, A e AEA 
量 , 即 B AEE MAAS eB, MRA BIRRE NI Die 
1} 为 正常 返 . 

Drier pë 


定理 3 若 嵌 人 马尔 柯 夫 链 1CNT J.) 52221) BIE HIB e< 


证 明 ”由 参考 文献 [110] 中 定理 ]. 5.1 与 上 述 引 理 2 Bit. 
se 
定理 4 S pas = limP{N; = jd, SOO = O,1, My 
+ 264° 


p = a(] 一 ALFA}, 70 


?(l1 — 人 0) (24) 
Pow = Faw ay A — P] fe 
2) 当 9=p(1 一 站 ,但 0<8<1 一 十 ,p<1 时 ,有 
Pom = HC — Dh = p| tear |, jo 
a 

. (25) 

Pow = JLO 一 Df te “Ud (E), j=l 
其 中 o = 2 一 上 L1 一 JS 2 gp 1) 为 方程 > = 


f — p(l — 8) 
| ema e) 在 (0,1) 内 的 惟一 解 . 


证 明 根据 参考 文献 [110] 中 定理 1. 5.1, 在 定理 4 的 条 件 的 成 
WE (hua J20 i= 001) FEE HA 
Chom Pays Pa.) 
由 和 矩阵 B 的 正 左 不 变 疝 量 和 正则 条 件 


i] 
Poo H Pan Pauwt tl > Ry" 7 = 1 (26) 


确定 . 其 中 I 为 2 阶 单位 阵 ,R AAOH. 而 
1 
q — R} = 了 一 全 (27) 
|] 8 一 Fo 1 
《1 一 人 )LL 一 (9 1— FCA). 


(Poo Pans Pues =e = Cro LE — FU Jra Ca.) (28) 
因此 ; 当 fea By 26) C279 Ah 28) BYR 


Paw = otl -0) 


o aade fF] 
Paw T7 g — ef __ E) 


Pam = ol 8) FCA) 
而 当 9~p(1 -6), 但 0<6<1 一 让 时 ,使 用 洛 必 塔 法 则 ,有 
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C29) 


Poo) = CL 一 dfi — a) tema) | 
0 
Paw = a — yf te” Flind Fr) (34) 
0 


Pav = ac] — dh — u| temia) | 
对 jee 时 ， 由 参考 文献 L110] 中 方程 (1， 5, 4) oj 


Pua Pyar? = (Pans Pao RT! C31} 
而 
Ri | i 0D 
i-l -一 | ， j> 
YT — fo] Lo jee (32) 


于 是 式 (32) 代 人 式 (31), 结 合式 (29) 与 式 (30), 可 完成 定理 4 的 证 
明 ， 


推论 1 Spy =limP (Ny = 7), 42080 <1.M 
D oed st py 70 存在 ,而 且 
P = ol -—HNPl4+a—-nN s/c], 
j= O.1,2,°"" (33) 


D4 = w(1—8) H O<8<1——m} (py fPOMETE. A 
py = D afi pf terrae) | 


+ jut] 一 By] “reed Pa), j= 0 (34) 
Q 


推论 2 对 空 竭 服务 多 重 指数 休假 的 CT7AM7Z17 ce 排队 系统 ,在 
系统 达到 统计 平衡 下 ,顾客 到 达 时 看 到 队长 N 可 分 解 成 独立 的 两 
部 分 之 和 ，, 即 

N-= WN] + Ny (35) 
而 且 
1) 当 EAI 一 人 时 ,有 


« 766 。 


1 一 少 


pine = jp ad EO FF OT y= 0 
- j} = 
y[3 一 f] eet 
Td) FMS FT 0 FF} 
(36) 
PIN, = j= AD 72S 0 
(37) 
2) 当 0 一 xf1 一 8) 且 0<3<1 一 过 时 ,有 
1 一 u| ted, j = Ô 
PINT =j} = ° _ (38) 
CL DDTa ted), FBI 
if] 
PINS = j= (Om, feo (39) 


0 = | e-*dF 
其 中 7 一 太一 人 TAO = [eta ,900<<9<<1) 为 


方程 = 一 | oa EO, DARHA. 


pr =0(1 — 8) = 1 一 FH) 


WHA +e Feary” 
=P{NyT = 0} © PIN, = 0} 


pr wo — ALF + [ei — PCO) 


i=l 
=o(1 — {FO 4 YL — FOI] Me} 


k= 7 


i 
= S\P(Ny =k} + PING =j k} FB 1 


M4 O= 1 — 9) OS E ER h A eo MT 
证 ra 
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推论 3 在 系统 达到 统计 平衡 下 ,顾客 到 达 时 看 到 队长 的 平均 
PH<) 
1) 当 BACt 一 的 时 ,有 


[TN-]= -AO FA) 
人 FT 十 全 


(40) 
D o= HO<6<1— +t 
u| ted Pe) ; 
1 一 _ a 
ELN7} = (41) 


3. 等 每 时 间 与 逗留 时 间 


假定 顾客 是 按 先 到 先 服务 的 规则 被 服务 的 . 对 空 竭 服务 多 重 指 
数 休假 的 GI/M/1/ooFEBA REE » 


定理 5 对 空 竭 服务 多 重 指数 休假 的 GI/M/1/oo 排 队 系 统 ,在 
系统 达到 统计 平衡 下 ,有 
[1 一 全 45 十 大) __ 8 


De, ts) = sta — 8) 4 eR? SACs} > 0 (4?) 
HA ,0 , 
2) rts) = 二 Tp’ Hs) => 0 (43) 
而 二 于 均等 待 时 间 与 平均 逗留 时 间 分 别 为 
Ty a 1 
—— 1 1 = 
证 明 ;因为 
W ht) = Pao P iV } 十 D Pao? 日 iV + xy + + 十 FETES 
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二 pos (Ky t e + XH :+x¥<t} (46) 


其 中 oe ce A PAV<t}=1~—e°* ,2220:% BRAK 
服务 时 间 ; 有 分 布 PS} =1—e-“* 20. 
HAGOR LS 变换 ,并 结合 定理 4; 经 过 整 理 即 得 式 (42). 
AFW=Wi tA HW, & x tha. FRR. 
根据 期 望 平均 值 与 LS 变换 之 间 的 关系 易 得 式 (44) 与 式 (45). 


推论 4 对 空 竭 服务 多 重 指数 休假 的 CGI/AM/A1/s= 排 队 系 统 , 顾 
客 的 稳 态 等 待 时 间 可 分 解 成 独立 的 两 部 分 之 和 :一 部 分 是 对 应 无 休 
mi Gi/M/1/o FER RAN BAS SH, HB-B BIRS ANA 
余 休 假 时 间 . 


$5 空 竟 服务 单 重 指数 休假 的 
GI/M/1/ 吕 排队 系统 


1. je) PARISI 


考虑 一 个 GI/M/1/ 吕 排队 系统 . 在 该 排 队 系统 中 ,顾客 的 到 达 
BIRRA oi) 独立、 同一 般 分 布 &()》，, 记 平均 到 达 间 隔 时 
WLI < A S | do; 顾客 所 需 的 服务 时 间 序列 你 ,i 之 1} 独 立 、 
服从 相同 参数 w(>0) 的 负 指数 分 布 CCD) 一 1 一 e “六 0, 一 旦 系统 

变 空 时 ,服务 员 便 开始 一 次 休假 , 若 休假 结束 时 系统 中 仍 没 有 顾客 ， 
则 服务 员 进 入 通常 的 闲 期 ,直到 下 一 个 顾客 的 到 达 ,并 立即 为 其 服 
务 ; 若 休假 结束 时 系统 中 已 有 顾 容 等 待 , 则 服务 员 立 即 对 顾客 进行 服 
务 ,直到 系统 再 次 变 空 时 又 去 进行 一 次 休假 . 假定 休假 时 间 序列 {V 
21) 独立 服从 参数 0(>0) 的 负 指数 分 布 Y(D) 一 1 一 et>0, 并 且 
到 达 、 服 务 与 休假 是 彼此 独立 的 . 进一步 设 :一 0 时 刻 系统 中 无 顾客 
时 服务 员 也 去 进行 休假 (但 平稳 结 米 与 此 假设 励 关 )， 
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2. KA DMM 


在 单 重 休 殷 规则 下 ,服务 员 有 忙 期 ,假期 和 闲 期 三 种 状态 ,而 在 
多 重 休假 规则 下 ,服务 员 只 有 忙 期 和 假期 两 种 状态 ,因此 单 重 休假 规 
则 下 的 情形 更 为 复杂 ， 

BET. 表示 从 t= 0 FR n PS A BANA NS SRA n 
个 顾客 到 达 时 看 到 系统 中 已 有 的 顾客 数 ,n 之 1, 若 令 
o {0, 车 第 nn 个 到 达 发 生 于 假期 中 
|, 着 第 nn 个 到 达 发 生 于 闲 期 或 服务 员 忙 期 中 
则 容易 证 明 {N7 Jain} HRA REIN O 220) RA RRR 
链 有 状态 空间 

E = {Nj = 0,1,2,¢3% = 051} 

状态 (0,1) 表 永 到 达 发 生 于 闲 期 :而 状态 人 ,1) ,7 六 1 表示 到 达 发 生 
于 服务 员 忙 期 ， 


J 


定理 1 艇 人 马尔 柯 夫 链 {N3 dorz h ERATE 上 不 可 
约 , 非 周期 的 齐 次 马尔 柯 夫 和 链 . 
证 阴 今 状 态 的 一 步 转 称 概 率 为 
Paanga = PN aa 5 Jida S iiNet 
则 
1) 当 j=1,2, i +l i0 时 ， 
| Th 一 [eare =f, i= 0 
Poa = 0 _ 
Pig +X, toe the Src Xt Ny Foo 十 Xii? 


cx Cpt Hoi - _ 
=| te dF) = bn a) 
Eh? 为 顾客 的 剩余 服务 时 间 , 有 参数 oO RRs Bi = 


z9 Å 
| SY om F(t) sh > 0, 
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2) 当 ; 一 0,1,… 时 ， 
Pope H=PIX+V <r} = (fa — en ed rd F(t) 
=] 一 fe) — fo (7) 
Poara =PIX +e Fee FY +V <r} 


=|" i -3 Lett =r zi} eee ?|e-mdzxdF Ct) 


=1— f(@) 一 Ste, ip (3) 
其 中 _ 
FO) = [et 4 = f LeU DE ne ogee PQ), 
k > 0 


3) 3 i=0.1,2.--HT, 
Paanan PIASTA +V} = [ive *GQ@) — Gt) ]dFG) 
0 
=F (P) 十 co 一 如 (4) 


Pano PHA tee tuara EH te 444+ ¥} 
=| ivo e GHD G) — GHP) JAF G) 
q 


=f) + Slam Dobe, il (5) 


=u 下 二 站 


4) 3 i0 hi, 
Penedo = Pit < ig = fC (6) 


5) f=L Zeer si bl i20 时 ， 
FIRSATA, =P{V +Y% t'e + Xy =I V +x + 
" 271* 


e. 十 Xiii- + Xite~yt 
(7) 


ti 


625 0M, 
Pave =PiVv + x1 十 … 十 Medd + <r} 


am PE F - a i 
-| 一 之 LAG ADE come AV (rd a) 
是 < 各 = 


ow k 
=1 = F — Ya h; (8) 
k= ù 
= [rt — k 
Hep, ay = | | 人 3 
Ow i a 


TO i0 时， 
Poon SP AEN Hee tha Src tee st ta HV? 
ane VO rdV Ga) + GY (2) dF G) 
=h; (9) 
因此 {NF JDS EAR AS SA] E 上 的 齐 次 马尔 柯 去 链 ， 


PEER ASHEN G D, G0) J20, 进行 排列 , Ho - 步 转移 证 
ER AMRA RI A 


(He A, O O a 
F, A A O e! 
P = B A A (10) 
p A, A, Ag + | 
| 
nae ase a | 
其 中 
0 b $ 
Lef” | 4 一 | | k=; 
Ley f 08) Les g 


k Ł 
FA 一 De f+ Ve,- Ve, 
B, = , pee TE Vk O 
1~ FD — die h, hy 
a 


I = 


根据 已 SAFARI CA d nL OAS By 4) JES Ba). £ e Ge R 
1 GES. 


AMAL EE $ 4, FS AZ. 


引 理 1 $ p= <1, So An —O) iA RR = 
YRA 有 最 小 非 负 解 
R = rè ° | (11) 
7 lyfe — FD] FA) 
其 中 o= e-*dF UY, DOELD 为 方程 = 一 人 eM rd Pp) 


iM 2 
= Fw — 2)) EOD ARER Y= Gry Fea] - 


引 理 2 R 的 特征 值 都 在 单位 置 内 的 必要 充 外 条 件 是 p<1. 


定理 2 
DH eeu Shp. el OAR A SRA HE CONT dan 
DAFEN: 
2) =u), H o<a<i—4 Rt. ee ecl WAS Rie 


SECON] ance ll) AE Bak, 
证 明 根据 参考 文献 [ 110] 中 定理 1 5 1 RARE 
LON, 4) ;8 空 1 的 状态 为 正常 返 的 必要 充分 条 件 是 伟 阵 解 R 的 特 
征 值 都 在 单位 圆 内 ,而 划 拓 阵 
。 273 。 


os o 1 一 了 
B= 5)R'B, = | | (12) 
k=ù 1— å 


有 正 的 左 不 变 向 量 . 其 中 
8 — all — FH} g de 


AT 


mA H p<1 时 ,有 0<o<1,0<A<S1( 见 参考 文献 [30])， 

当 P<] 时 ,由 引 理 AER R 的 特征 值 都 在 单位 圆 内 . 下面 
只 需 证 明和 矩阵 卫 有 正 的 左 不 变 向 量 . 事实 上 , 取 问 其 

ee 一 Tofi 一 1 一 而 》 
其 中 20) ALR SR. 可 以 验证 
eB 一 

因此 只 要 令 r>0, MA e 为 正 的 向 量 , 即 B 存在 正 的 左 不 变 向 量 . 
至 此 定理 2 证 上 毕 . 


定理 3 车 左 人 的 马尔 柯 夫 链 {CNz JDA ERE, 则 
pl. 
证 明 FR BS CARO Ew 1.5.1 与 上 述 引 理 2 BE. 


定理 4 F pon = limP {Ne = jed, =O PO 0,1, 则 当 
fp 一 人 < 时 ,有 
Pot = K0 DAF 43) 
Poy» = K(0 - Aa YE — a ]} 
其 中 ， 
R= 


{1 — [1 — AC] 
G—AYi-f/@J+ OO —fOHl+a-aa-s 


g 
= ə al — FA] 
证 明 ”根据 参考 文献 [110] 中 定理 1.5.1, 在 定 稳 的 条 件 下 ， 
(py.3f20.i=0,1) FFE. ME 
22748 


(Powe Puyo = avsa Rh, 7 = 0,1,2 (14) 
FH po hoo 二 不 (1 一 A,1 一 0o) 是 给 阵 (12) 的 正 左 不 变 向 量 , 朋 
有 正则 条 件 


1 
(pa pe — RT|) = 1 (13) 
而 
i 
a-r |17? i (16) 
re — fC] | 1 
da-~—- Afi — fw] } =- fC | 
于 是 结合 式 (15) ,可 得 


po I = FD] 


再 结合 式 (14) 可 得 式 (13)， 


推论 1 Spy = limP (Ny = j) j= 01,230 WMH eA — 
PET 之 1 时 ,有 
pr =R{C ~ M+ - oO7[8 — fo] 
+a aF, j0 (17) 


推论 2 在 系统 达到 统计 平衡 (Pp 之 1) 下;, 当 8 了 kAQU1 一 和 时 ;顾客 
到 达 看 到 的 平均 队长 


cera 8 £8) 
ELN- ] = t1 FH 


+ qa rar (G97 FO] 
— l ~a) — O — Adda} 
(18) 
推论 3 ERARA TEOD F. ORL OO Re 
到 达 时 看 到 的 队长 NOY SP ip SR VY = BSP A: 
N7= Nr + Nz + Ny (19) 
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其 中 Ni 分 布 为 
PIN = 7} = Â, fF = 0.1420" (20) 


BN AB EGI/M/1/oo AA AY R84 4B Nz 服从 参数 六 四 的 
JL 4th -BH 


PIN; = 7} =(1-— fCOULPCO j= 012 
N; 是 取 值 0 与 1 的 0 一 1 ER. 
WEA LTR. 1H 


Pitz) = Steip 


(21) 


j=0 

-KR 二 全 + 一 or 二 一 TO 
1 — a 

+ EEr 


-一念 1] 一 f) 


eS re + 


1 — z 1 一 HOE . Kei 一 AY[1 一 f(s | 
4 (7 or fz] + GA — a) — dz} 
Ho K, = (1 — 8) {1 一 f(O]UK . TE. 


TERME wt 0= eC i pl fh 00S) 一 一 时 ,以 上 
结论 仍然 成 立 , 但 此 时 结合 使 用 洛 必 塔 法 则 ,得 到 
lim Z = 6, tim (Q — g) = 中 te Trl Cz) 


j eel 1—d) ail- ðt 


2d 一 a) rendre) 
lim (] -Ad=1- 2 
fey( | — Š} 


2] 1 一 af emd F(t) | 
0 


a- 8)| reedF Ce) 
lim 7Y[$— ff] = ”一 一 一 一 


fee atid 


1 一 an te "dF G) 
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加 ?C] "一 IE 一 p| tea FC) | 
lim A = — e m o 


Pew 2— (1 一 D| eerd FC) 
ü 


PIES 0 co, RRRA 
PIV =O}; =1 
GU ao 1, Y¥>1, A 0, FCO) +0, Ko1— FE 
pr = (lod, f= 051,256 


人 

1 一 全 

ERAI CIMA xH RAAR: 
3. 等 待 时 间 与 逗留 时 间 


盆 定 顾客 是 按 先 到 先 服 务 的 规则 被 服务 的 . 对 空 竟 服务 单 重 休 
假 C17 /17so 排 趴 系统, 顾客 的 稳 态 等 得 时 间 有 如 下 的 分 解 结 朱 ， 


E[N-] = 


定理 5 在 系统 达到 统计 平衡 (6p 邱 1) 下, 当 8 天 wx 一 的 时 ,对 
Fs) >0,4 


O a-Ho+rw K _ 
1) rw ts) =- Fea- i) (a A) 
] 一 可 . 
+ Taree 一 Ft] 
+ Als + ed 一 å) ] 
| (22) 
2wi{s) = ws) + R v7 P (23) 
而 平均 等 待 时 间 与 平均 逗留 时 间 分 别 为 


“277， 


“= Tae te WD) (24) 


(25) 


oe ATE CA EGI/M/1/ co HERA KS FY LAR. 
最 后 ,作为 本 章 的 结束 ,我 们 指出 ,对 于 空 竟 服 务 才 (5( 单 ) 重 指数 
休假 的 GI/M/1/co 排 队 系 统 , 当 9 二 p01 一 人 但 1 一 二 <6<1 时 ,由 


成 立 , 而 且 当 休假 时 间 以 概率 1 有 Y=0 时 ,等待 时 间 和 兆 备 时 间 的 


于 没有 解决 矩阵 方程 R = SIRNA, A i 


R=| 分 0 | 
y8 — FO) I) 
的 非 负 性 质 ( 见 本 章 SA RARD, REE B{ 在 本 章 3 4 中 ,8 
的 表达 式 由 式 (23) 给 出 ,而 在 本 章 8 5 中 ,了 的 表达 式 由 式 (12) 给 
出 ) 是 否 存在 正 的 左 不 变 向 量 问题 尚 待 进一步 确定 . 

如 果 上 述 问题 得 到 解决 , 则 当 9=z(1 一 5) 且 1 一 二 <6<] 时 ， 
EERS 与 $5 中 有 关 结 论 均 成 立 . 


+ O78 * 


第 十 章 TAMAS 


前 面 我 们 研究 的 排队 系统 :包括 经 典 的 和 休假 的 排队 系统 ), 者 
是 假定 服务 台 是 不 会 发 生 故障 的 ,但 在 实际 中 却 经 常 碰 到 服务 台 发 
生 故 障 而 不 能 为 顾客 服务 的 情形 . 此 时 需要 和 修理 工人 对 发 生 故 隙 的 
服务 台 进 行 修理 (或 更 换 ), 修 理 完 成 后 再 继续 为 顾客 服务 :我 们 把 这 
类 服务 台 可 能 发 生 故 障 且 厅 修复 的 排队 系统 称 为 可 修 排队 系统 . 显 
然 可 收 排 认 系 统 是 从 服务 台 的 性 能 甬 度 提出 来 的 ,与 休假 排队 有 有 很 
AE AAT RGR TE EBA SE HE BTA R BA 
REMIR HEA HE BA Ved ya eB TY SE fE 
Ri, ian Fe AS a Le A eS. 因此 ,对 于 可 修 排 队 系 统 ,无 论 
是 从 排队 论 的 角度 ,还 是 从 可 靠 怕 理 论 的 角度 都 是 非常 值得 研究 的 . 


$1 M/G/1/coR BHA ARS 


L RRA 
KB — A M/G/1/ 00 HE BAR GE AA en Fe Fy dA THT PB ad i Taon 
>I ior. la ACO A a P=] --e “ted, i 


达 是 参数 4 的 Poisson Pil s BUA KERA AG HR BT DP on 
RUY FL RS) A G0, ESR SIN (IO <= 
[aco <o. RET TILE HRA A AE HN IIA 
数 为 a 0a) HY PTB 

NG) = P(X <r} =l e, r 


INR SS Ga Te 3 BU EAT BR EB] YG i eR a 
YQ) = PUY <t}, ¢ 20 
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且 设 平均 修理 时 间 为 0 二 8B = | YG) < oo 进一步 设 

1 在 服务 台 的 空闲 期 间 ( 即 系统 闲 期 内 ) ,服务 台 既 不 发 生 失 效 
也 不 会 变 坏 (相当 于 在 闲 期 内 关闭 服 务 设 备 , 且 设备 处 于 冷 备 状态 )， 
即 不 影响 服务 台 的 使 用 短命 

2) 当 服务 台 和 失效 时 ,正在 接受 服务 的 顾客 此 要 等 竺 其 修复 ,再 继 
续 接受 服务 ,已 服务 过 的 时 间 仍然 有 效 ; 

3) 服 务 台 修 复 后 ,完全 恢复 它 的 功能 ,其 寿命 仍 为 X, 上 + 一 0 时 
刻 服务 台 是 新 的 ; 

4 顾客 的 到 达 、 服 务 、 服 务 台 的 运转 ,以 及 服务 台 失效 后 的 修理 
是 彼此 独立 的 , 且 各 为 一 个 独立 过 程 

对 上 述 M/G/71/o 可 修 排 队 系 统 , 本 节 讨论 了 其 在 排队 论 和 可 
塞 性 理论 中 感 兴趣 的 各 种 指标 


2. 排队 指标 


令 包 表示 第 2 个 顾客 从 开始 接受 服务 的 时 刻 起 豆 到 服务 结束 
的 时 间 . 其 中 包括 了 在 该 顾客 的 服务 期 内 ,服务 台 可 能 发 生 失 北市 进 
行 修理 的 时 间 ,我 们 称 世 Wn 个 顾客 的 " 广 光 服务 时 间 ， 

z320 S 

GHO = PR SHEL 内 服务 台 恰 发 生 下 次 失效 六 


Reon = 1 


MCE 1G. 12 


þ——— Xn 


图 10.1 


k k 
Ge) =P[ ft DY, <6 DX, AS >? x, | 
j=l 


f=! j] 


+ PAO + 


z 点 
-| rw G= mye SS Gtx), BO nS 


Fp, 4kcomt, >) 一 0. 于 是 


j=l 


à 
GD =6,@) =P{%, <3. 


加 <> E te 加 ae (ax) + 
=> |v a — wee LIO AGC) 
5 n ARH LS 变换 为 


wa 


as) =| ed (1) 
a 


= 2 È 
=>, DG e Say dG(r) 
k= ` 


=pgeks +a—ayts)), ACs) 20 
BEATH SCAR AA YB” A 
E(¥,] = (1 + a8) /p 


其 中 yi) = | =e "dY (rt). 


op 
0 


qi) 


(2) 


C3) 


(4) 


h fy 48 AD AA SE OT EF Xe) Ah 


ih OG), AERA Bi FS 


引 理 1 如 果 我 们 把 宛 直接 理解 为 第 n 个 顾客 的 * 服 务 时 间 "， 
则 所 研究 的 系统 等 价 于 通常 意义 下 的 标准 M/C HAAR. H 
中 输入 过 程 是 参数 为 4 的 Poisson Pit AAR Z wt MA] RST, 0 > 


1} 独立 . 同 分 布 GG). 


因此 ,我 们 要 以 仿照 第 四 章 的 讨论 ,来 求 得 这 个 可 收 排 趴 系统 感 
兴趣 的 各 种 排队 指标 ,例如 队长 .等 符 时 间 和 入 期 过, 为 了 下 面 讨论 


的 方便 ;我 们 仅 列 举 以 下 结果 . 
4b 表示 该 可 做 排队 系统 从 一 个 顾客 开始 的 忙 期 长 度 ， 


Ba) = PIES t,t > 0;bls) = | 
G 


H. 


e “dh, (I> 0 
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推论 1 8G3) 是 方程 2 二 g ts 十 4 一 Az) 在 lz| 达 1 内 的 惟一 解 , 并 

H. 
Fy | ‘ =- lr (Ar)! 3 四 
Bary = D fere dG (x) (5) 


on o ， ps 
mä cO = lim is) = a C6) 
poet yet wa l, po | 
i paG — P, pLi 
"e= | i © 
LP CO, el 


Hut p = AC + af) /pye few = ga — Aw) TECO, DARE: - 解 . 


推论 2 S 和 NV 表示 在 忙 期 ?中 服务 完 的 顾客 数 , 则 
ETN,] = 人 一 p), es] (2) 
=I, P= Il 
3, 可靠 性 指标 


1) 服 务 台 的 首次 失效 时 间 分 布 
Xf t220,4 
Wit) 一 了 {服务 台 的 首次 失效 时 间 S t lvo? 


gis) 一 [era KOs) BOI Bo 
J 


tit NCO) RAR HO HARSH Me. 


定理 1 对 i 之 0; 有 


G) = a selis + a) } 
AW) = Ta Gt ols $A ab +] 


而 平均 首次 失效 时 间 为 
站 ae = 二 十 元 


(9) 


一 (10) 


+ PRP Oe 


其 中 8 是 方程 2=g6G-+HA— Ar) flr <1 内 的 惟一 根 ,由 前 面 第 四 
章 3 4 中 定理 1 完全 确定 . 
证 朋 Sb 表示 标准 的 MAGA1Aco 排 队 系 缠 从 一 个 原 客 开始 的 
(CRA RP 0, AGA 
BQ) = PILZ t}, bG) = Feazo) 
HAIR 8 4 中 定理 1 ALO RAE regs tAaCl—2) Elel<! 
内 的 惟一 根 , 且 出 其 完全 确定 . 进一步 令 OO Ra ERED M/G/1/oo 
排队 系统 从 i 个 顾客 开始 的 忙 其 长度; 由 于 到 达 是 Poisson 流 , 因 此 
PU? ty = BYU), i>i, 10 


TESS AAKRI AA BE De T TP) eS A E L 
fe AICS SPA Te ee» TE LG 10. 2) 
Ti Ta p—— fi- 
NO 一 0 prerjet OO XAXA KAAK 


ty 2; 
NO} pp 


tH m AAR aR OOK 
图 10,2 


] kom] ] 


Wit) = SVE Sha + E bX Db 
SI FOG — 2) (BY Cr) — BO (2) dX) 


Witt) =P{X KEX << be} 


oo a aval 二 
+ SYP(X + Sons r.b + Dla SX ote + Dub 


n= | -t =] 


=f — BO (2) AX) 
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十 > [Fe (t 一 (Bet P (a) — Bete cr) dX Cr), 1 
对 以 上 各 式 取 LS TH ARERO H 


[aro 一 一 Tigo] bo 
即 得 式 (10). 
DH ae 服务 台 失 效 的 概率 
对 0, 令 


AQ) = Past FIC veot 


a,*(s} = [eA yd, i> 0, ACs) =z Ô 
0 


引 理 2 对 ,六 0, 有 


. l oOo # 5) 
a (8) = A ap 
mi LFR 

AL +eP/e, Pl 
lim G) = lim sar Cs) = pare P C12) 

pee, ot 1， p= l 

VERA ”仿照 第 四 章 $ 5 中 引 理 1 的 证 明 . 

ger 


jp — A BLAND PE ET SHE St FCT PE A f X 有 分 布 
XG) -1 一 ez 芝 0, 系 统 失效 后 立即 修理 ,其 修 媒 时间 了 有 一 般 
分 布 Y(0 ,平均 自理 时 间 为 8, 系 统 收复 如 新 ,立即 转 为 了. 作 状 态 , 进 
一 步 设 zt 一 0 时刻 系 统 是 新 的 ,而 且 秃 与 了 AIR 


Of teed, 


Bo) = P{ 时 刻 ! 系统 失效 } ,PP (5) = [Bd 


引 理 32 MRO. 


-eroa . all ye] 
Pts) = sls + a — eyCs) | (13) 
lim®(e) 一 lim sg" (s) = 1 hor (14) 


其 中 ys) = [Peay we) 


下 面 我 们 讨论 服务 台 在 时 刻 上 失效 的 概率 , RY te. > 
p (1) =P; 时 刻 f hh} @ AW | toasts 


gts} = | dr i220 
a 


定理 2 X46) 20,48 
G(s) = ots) + [sat Cs], fo (15) 
而 且 平 稳 结果 
lim® (z) = lim 了 | DB Cr)dr = lim s@ Cs) (16) 


ioe 


HERH 根据 模型 的 假设 ,服务 台 在 系统 的 闲 期 内 不 失效 ,而 且 

在 每 一 个 忙 期 开始 的 时 刻 服务 人 都 正常 ,寿命 仍 为 了 ,所 所 时 刻 服 

RAR SH MCSA RAR SNP IL BA) RSG 
失效 , 当 :一 0 时 ， 有 


Hin = VLG, HEJH RAIZ PA EPR Bp Re 
1 UTA 
服务 台 失 效 | 
=X f Pi OL ar hE HA e ce gag) 
aire BDC) 
= X [Se — mar” x BO u(r) (7) 


Å =] 
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thet c,.6, 分 别 表 示 系 统 从 六 (0)=0 状态 出 发 的 第 /个 闲 期 长 度 和 
第 j 个 忙 期 长 度 ;j 宇 1; 而 S30 = Pbor So Ane: Rea 
效 } 表示 在 入 期 5 中 服务 台 于 时 刻 : 失效 的 联合 概率 . 
Mt Sel, APRA AE Poisson 流 , 服 务 台 寿 命 为 负 指 数 分 布 ,所 
以 
®t) =P > reo; Halt RA SRR) 


十 | D tt — 2d BP (zr) 
U 


=5,0) + foa — DBO Ca) (18) 


thet F) = P(E > te A RB GRR DOAA i PM 
开始 的 忙 期 长 度 ,i 守 1. 


2) 1220.8 
Si) = Ë) 一 | Bee 一 Är) 
p (19) 
5,0) = Pu) 一 | P(t — odl), Fe 1 


HOF G(r) HFI 3 给 出 . 

SE RS Ge MMC A AAE RS AARE F A A m 
贡 在 每 个 忙 期 内 服务 台 是 正常 和 失效 的 交替 更 新 过 程 .村 是 用 56 对 
钊 (进行 全 概率 分 解 ,得 ( 见 网 10. 3) 


|. -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 | | 
_ fem 20900 $f KAR IX, tY 3221} 
=O Xy Y, Xz Y; Xa Ya 


i] 10.3 
Pu) = 一己 (时刻 上 部 件 失效 } 
=Pb > tO; elt ERR 
+ PIES HR) t BAR 
=F) + | Pt 时 刻 + 一 工 部 任 失 效 be jd) 
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因为 人 期 志 结 束 时 刻 服 务 台 是 正常 的 ,所 以 寺 的 结束 时 刻 必 须 
落 在 革 次 寿命 长 度 Xe 10. 3). ty Eb FE X 的 那 部 分 时 间 完 
全 由 顾客 的 服务 时 间 构 成 ,根据 服务 .运行 和 修理 相互 独立 的 假定 ， 


Ab SX YG OME. 又 由 于 服务 台 的 寿命 有 和 负 指 数 分 布 ， 
所 以 


PRALE r PHAM |} = GU 2) 
于 是 


Bir) = Sa) + | Bc ~ odl) 
FE. FAB ER SRT 19 
PU = $C) + [be — zdr), (1 
BAshC19) war. 


DHRUDRARADE 3018), 44 
0) = PU V1 BO] FP) x Bre) 
k=: 


Pa) = Pu)» [1 — BO] +e # BOG), ime 


= 


对 土 式 取 L 变换 ,并 注意 到 引 理 2 与 引 理 3 MERA). 


DAH | (adda 是 # 的 单 增 函数 ,根据 Tauber 定理 ( 见 附录 
中 的 第 五 ), 得 


lim +| P (rz)dz = lim sar Cs) 


-roa 


ZRD limit) — iim lim [enan co EMAER A 
Us 


foe ü 


EER C1 6) a SE 定理 2 证 毕 


lim, (z) = lim dmd 一 lim sy (s) 


推论 3 8420.48 


— all — 9G] _ s[ BCs) | 
G(s) = sls + a — ay(s) | (1 5 + A— Abts) l? 120 (20) 
tm A 
Aap ~ 
lim®, (1) -| p’ eS] (21) 
ep/A +42), pl 
3) 服 务 合 的 失效 次 数 


定理 3 Sp=PlEP BSH LARS SARE Ark 
220 Ml 


p= | eos GY G(x) (22) 
而 平均 失效 次 数 
Dam = (23) 
证 明 RERO DIR 


定理 4 令 访 表示 在 忙 期 长 度 5 内 服务 台 的 失效 次 数 , 别 
ECR] = [ea —p), pl 04) 
cd p=) 
TERY 设 V 表示 在 全 期? 内 服务 完 的 顾客 数 ,N, 表示 在 第 i 个 
yo SARS ta] X 内 服务 台 的 失效 次 数 ; 则 
和 STN, 
HEA Ñ oir EAEI Alaa 
PIN, =k} 一 [vers 2) Gx), koe 0, i 


Vv 
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因为 
{v= m} 
= {r m i S e a H e H raa) o R H O, 
Cry 十 … E Ta) On te + Ead > 0} 
所 以 由 {5 aa AE Sm) Xi 独立 :于 是 
Bee (um) 与 Nw ie N aro ct ALI EU BALE o LPI Nak 
之 1 的 一 个 停 时 ;根据 Wald’s 方程 ( 见 参 者 文献 [116j) ,得 
E[N] = ED]. E[N] 
TEMA HC 2 与 式 (23) 即 得 式 (24). 


对 让 理 3 所 考虑 的 单 部 件 可 车 性 系统 , 若 令 下 (1) 表 示 系 统 在 
COs AURA ASE Ren CO) AEE LS 变换 , 刚 有 如 下 引 理 : 


引 理 4120] x AO SoA 


mr a - 
ms} = sta ayts) C25) 
而 平稳 结果 
De 3 
a r ES = Lae 28) 


下 面 我 们 讨论 服务 台 在 但, 林内 失效 的 平均 次 数 . 对 0. > 
MO = ERA GAO] AK RARE law ods 


mts) — | e "dM UD, i290 
ü 


定理 5 H FOGO A 


m,(s) = m(s)[sa,"Gs)}, i20 (27) 
me 
lim mao = lim smiS), i20 (28) 
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证 明 仿照 定理 2 的 证 明 ， 


推论 4 对 深 (s) 实 J ,有 
~ - 
ms) = eel SrA Bo (=o OD 
mE. 
ry Aaf pes p< 
im LEK. pae 7 (30) 
te t afl + aif), p= 1 


—] A — A — | at | “a, z —. 
定理 6 $O = MO 一 | Tag} Ae > 0 WR 
pi 0A 


Tat 


A | ca" | 
二 | lp P<] 
S 20 4 
limi, Ct) = x £ aP) (31) 
tr gg? _ ] a = i 
2 bas IF A 
firs, “r” BRRR 表示 分 布 XO*YD = | Xa — 
DAY Cz) AO A. 
WEAR op oh (27) Rl. 48 
Moc) = Mu) * AG), t0, i20 


Te 


Ej) = | ice) 一 
HT £,(0)=0, Bre 
]im (4) =lim lim | sd (x) 


ü 


Tog | # ACh) 


a coe are 


= lim [edl a) 


sapt Jt 
-四 一 了 
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| erda (x) + A,c0) | 


一 -一 


slim) _ |. 
lim) MCE) ry ap iimA, (t) (32) 
CW BRAS KALED 
iy of ee 1 . 
lim MO — so z |= ag  itap ‘3? 
于 是 结合 引 理 1 BV UE ae 6. 


KERCEM GD ,我们 可 以 得 到 , 妆 上 充分 大 时 ,计算 MOY 


Ae, pal 
Mf) = (34) 
ag 
paar” po 1 
或 进一步 有 
Aa A fg 加 
二 人 | -af pol 
` 21 + af) 
Max © i ni (35) 
ww ia nad O D>] 
1 + aß 201 + ajf) 1+ af’ a 
ORA & BY Ree DE] 


定理 7 ity RRES SH MRSA 2 ARR Al, 
I r0, S Gir) = PiX Sz} Al 


, oa f= (ayy |. 
DG (x) = xi, ycr) 1 AGO) (36) 
DEX] = aB/ H (37) 


WAR ”因为 Y=X 十 XY" Hx Sx wea Pr 
Pig’ Saat} 
=P SAS RSEE THERE RK 
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上 


+ Bry 十 OY, < LOX << x} 


k=] j=l =] i=l 


=|e “dG Cy) + DfP PDY <n NY, <e 5] 


点 二 1 1 三 1 J 三 1 


+ 
=| e "dG iy) 路 yf yt (xr) 9" dG (y) 
a 7 


t=] 
十 > | YC ++ y) M90" e-mdGCy) 
evict + 
F FES 1 co RRG). h ELX ] = EZ] — E[X] 即 得 式 (37)， 


定理 8 2b 表示 在 忙 期 内 服务 台 的 总 失效 时 间 , 则 平均 失 
ec By Ta A 
eB SA, P< 
Elé] 一 oe, >>] (38) 
证 明 Ox? 表示 在 广义 服务 时 间 艺 内 服务 台 的 失效 时 间 ,v 表 
ARTE 6 PIR SEH A Be. Dy 


b" = Soe 
于 必 再 类 似 定理 4 的 证 明 即 得 


定理 9 SDORARFS GEO TAA BAAR A MM 


ELD lwo] _ [Abt e<l 
lim 一 一 一 一 一 一 一 ~ (39) 
a t a/l +48). pel 
证 明 显然 
ELD) mond = | 更 Godz， i> 0 (40) 
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HEHP © (表示 时 刻 ! 服务 台 失 效 的 概率 . FRA EB? 与 推论 3 
即 得 式 (39)， 


从 式 439) ,我 们 可 得 当 上 充分 大 时 ,计算 (0,tj 内 服务 台 的 六 均 
失效 时 间 的 近似 公式 : 


EF, pl 
ELD |i il = a N C41) 
T+ ait? el 
结合 前 面 的 式 (35) ,进一步 有 : 
Aas ABT œo 加 ~ 
EDO Ino) og stat et 
一 -一 一 了 上 + ara) A 3 P= 1 
1+ 42 201 + af) i+ af 
C42) 


§2 GI/G/1/oT BHA RE 


1. 问题 的 叙述 
考虑 一 个 一 般 到 达 与 一 般 服务 的 CT/G/1/c 排 队 系 统 ,其 中 顾 
客 的 到 达 问 隔 时 间 序列 {r.,n 之 1} 是 独立 、 同 一般 分 布 靖 (9),t 产 0, 上 
设 到 达 的 平均 间隔 时 间 为 0 生 元 一 | ao < 00 ;顾客 实际 所 需 
的 服务 时 间 序 列 人 Y,,n 之 1} 是 独立 、 同 一 般 分 布 C(t) ,1 之 0, 且 设 平均 
服务 时 间 为 0 二 十 一 | xdG(D < oo .系统 中 有 一 个 服务 台 , 其 寿命 
为 ,服从 参数 为 «(0 < a < oo) 的 负 措 数 分 布 
X@)=1l—e*% , £20 
服务 台 失 效 后 立即 进行 修理 ,其 修理 时 间 Y ARDY CD AR 
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PEMZEK OS 8 = | “ay M<, 其它 有 关 假 设 条 件 与 本 章 
$ 1 一样， 
2. 排队 指标 


4 X, BARA n 个 顾客 的 “广义 服务 时 间 ”, 则 仿照 本 章 81 中 引 
理 1, 同 样 可 证 {%;# 宇 1} 独立 , 同 分 布 
Ct) =P{Y, <2} 


E : — aY (er) ` a 
-5f YOG re MEdC) (1) 
HEIST BR Sa A 
ECZ, ] = A+ af) (2) 


于 大 ,所 研究 的 GL/C/1/oo BEHEA  H6 SA BLEGT/G/1/oo HERA 
oe fe: SE TA» Eh pa A AI B SV) PP co La. [a] AR i 
FC) s ERS AGAR St [in] FE AZ, oe soe. SpA Ce). 

AE FRAT AT LA SS AN TE ESET EE EBA SE RO 
趣 的 各 种 排队 指标 ， 如 队长 ,等待 时 间 . 忙 期 等 ,为 后 面 的 讨论 方便 ， 
我 们 仅 例 举 如 下 有 关 结 果 . 

推论 19 对 统 G) 宇 0, 忙 期 5 的 分 布 函 数 的 LS BRA) AH 


一 | | (3) 
mMase@=AL 十 ap) < 时 ,有 
E(B] — Cl 十 <P xp| > 


bts) = 1 — exp 


bec bo (4) 
其 中 
er ts} 人 | ef PC) dt), 
e, = | — FQ WOM), REL 
我 们 定 闵 系统 的 “ 忙 期 循环 ”是 指 从 -个 忙 期 并 始 的 时 刻 起 ,时 


到 紧 接 着 的 下 一 个 忙 期 开始 为 止 的 这 段 时 间 , 即 相 邻 两 次 征 期 开 久 
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BTA] Baty fa]. 显然 一 个 忙 期 循环 的 长 度 等 于 当前 的 低 期 括 度 与 内 期 
长 度 之 和 


HE) ST RTI JO = | edra 
th, WR Ais) >0,8 


TD 


dls) 一] -一 exp| 一 > "Gea jdEMY a) | (5) 
而 且 当 pct ayy 
ar l [<a l-e 
E[d] = TOP < oo (6) 


it 3s") S M ERICI E 中 服务 完 的 顾客 数 , 则 当 P< 时 ， 
有 


. A Ioe 
ELN,] = exp{ >) 7 bec o0 (7) 


3. 可 靠 性 指标 
? 引 理 1 TA = Pi ey Aye 处 十 tt FA tener dr (5) == 
[eA Code, WR AG) > 0 有 


， — [Fs POL — és) ] — 
a’ (s) = TETIGI ， i= Q1 (8) 


mH 
mA G = AQ 4 ape, pS AL Heppi O (9) 
其 中 fO) = [edra BGs) AC) 分 别 由 推论 1 与 推论 2 We 
ERR SR APMED RRA SSR BS 
R AMER ERE RNY ry eres Wr fe a CER) 更 新 过 竺 
的 更 新 时 刻 , 即 


1) 当 i 二 0 WY ,六 Ta F] sra ro FEE SE 日 有 分 布 
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Pi SA S FO, Pianoa SD Ss Pid t, ma) 


2) i=l Bhare rra ro A LAA SR A 
Pin St) = Pira — ry Seth E Pld Sth. ml 


于 是 由 重新 过 程 理 论 , 仿照 第 四 章 $ 5 中 引 理 1 的 证 明 即 得 . 


这 样 ,仿照 本 章 》 1 的 讨论 ,下 列 结果 吻 得 . 


定理 1 MM GI/G/1/o BRERA AR. H Ao 


. e[l — yis) ] LEen PaL — b Cs) | 
t N ee 一 一 一 一， 
I ws) sis + a — ay(s) | [1 -- ds] 


i= 0] (10) 
而 且 当 5<1 时 ,有 平稳 结果 
lim®,(1) = 全 (11) 


foo 


mi ~ [7G es Zw]. 
D AOS FERT age] 


i= 0,1 (12) 


m H 一 好 (13) 


定理 2 对 GI/G/1/co 可 人 收 排 队 系 统 ; 当 P 达 1 时 ,在 忙 期 内 
服务 台 失 效 的 平均 次 数 为 
E[N] = exp >- — — | (14) 


其 中 心 = 上 [1 — F® a) WG" ak 1. 
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定理 3 XP GI/G/1/oo BY EHEC St, 4 oi 时 ,在 忙 期 了 内 
服务 台 的 平均 失效 时 间 为 

a oy lo e) _ 

Efat 1 = Fexp| >) SF} (133 


k=] 


3 3 空 赐 服务 多 重 休假 的 M/G/1/00 
可 修 排队 系统 


1, 问题 的 叙述 


考虑 一 个 M/G/i/oo 排 队 系统 ,在 该 系统 中 ,顾客 的 到 达 间 隔 时 
jit Fi {ce Phe eR A PG) = 1 — et A Ot 0; 
顾客 实际 所 需 的 服务 时 间 序 列 {X% YR ARS G) H 
平均 服务 时 间 为 0<< 二 = [GUY < ce ;服务 员 只 有 空 六 服务 的 多 
重 休假 规则 , 即 服务 员 按照 第 九 章 $ 2 的 规则 进行 休假 ,其 休假 时 间 
RIV RDA RA RAA V O ;系统 中 有 一 个 服务 台 , 其 寿 
oy X ARM BRK alt0 所 2 达 2) 的 全 指数 分 布 
XC) =1- er £220 
MA ERRATE BEAT AR HS i] YJ (EE 
Ya) = PUY <= th, to 
昌 记 平均 修理 时 间 为 0 所有 = [AYO < cm .进步 假设 : 
1) 在 服务 人 台 的 空 亲 期 间 ( 妇 在 服务 员 的 假期 中 ) ,服务 台 既 不 发 
生 失 效 也 不 会 变 坏 (相当 于 服务 员 在 其 休假 期 间 关闭 服务 设备 ,上 且 设 
备 处 于 冷 备 状态 ), 即 服务 台 只 在 第 九 章 3 2 中 定义 的 “服务 员 忙 期 ” 
内 发 生 失 效 ; 
2) 当 服务 台 失 效 时 ,正在 接受 服务 的 顾客 需要 等 待 其 修复 ,再 继 
续 接受 服务 ,已 服务 过 的 时 间 仍 然 有 效 ; 
3) 服 务 台 修复 后 完全 焦 复 它 的 功能 ,其 寿命 仍 为 兄 ; 
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4) 和 到 达 过 程 .服务 过 程 .服务 员 的 体 假 .服务 台 的 运行 以 及 服务 
台 和 失效 后 的 收 理 都 各 日 是 … 个 独立 过 程 , 且 彼此 机 互 独立 ; 

DFE t=O WY By, Be} S E pro Aee IE a m TE FR SR a Ss YY RET 
PURER RARSHARRAR). 

屁 然 ,该 檀 型 是 我 们 在 第 九 章 全 2 POH SEALS 1 
HEITAR R HE A CA PLR EIRE HEA RAI o E HFA E 
合 起 来 了 ， 


2. 排队 指标 


“> 元 表示 第 ”个 顾客 从 开始 接受 服务 的 时 刻 志 直到 服务 结束 
的 时 间 , 其 中 包括 了 在 该 顾客 的 服务 期 内 ,服务 台 可 能 皮 生 具 殖 而 进 
行凶 理 的 时 间 , 我 们 称 世 为 第 = 个 顾客 的 “ 广 沁 服务 时 间 . 对 tee, 
今 

GO = Php Kith awl 
则 类 似 本 章 $ 1 中 式 (2) 的 讨论 有 


Ga) 二 和 CD = frou — xe LEDa a) 
Gn KEL LS 变换 为 
Hs) =| edo) 
<g(sta—ay(s)), Hs) 20 (2) 
ELV ey" RA tee Ta” 为 
EDZ, ] = O + 48)/ (3) 


由 于 负 指数 分 布 的 * 无 记忆 ”性质 ,可 以 推 证 { 六 , 衬 二 相互 看 
立 , 同 分 布 避 (1) ,因此 我 们 容易 得 到 如 下 引 理 . 


引 理 1 如 果 我 们 把 多 直接 理解 为 第 个 顾客 的 “服务 时 间 ”， 
则 所 研究 的 系统 等 价 于 具有 空 竟 服务 多 重 休 假 的 WCG/ 1 排队 系 
统 , 其 中 输 人 过 程 是 参数 4C>0) 的 Poisson 流 , 顾 客 的 服务 时 间 序列 
{nn 实 1} 独立、 同 分 布 尼 (?) ,服务 员 的 休假 时 间 序 列 (Vii 空 1} 独 
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Y AIRS) VG). 


FHE. FATI ARSA 8 2 的 讨论 ;来 研究 该 系统 感 兴 趣 的 
各 种 排队 指标 ,例如 队长 的 解 态 分 布 和 稳 态 分 布 , 稳 态 也 长 与 等 待 附 
长 的 随机 分 解 等 . 下 面 不 有 如 证 明 地 给 出 一 些 排 队 结 厅 
设 5 走 示 系 统 从 一 个 顾客 开始 的 R r a EIA” KEBAS 
S 2 PAY ce MO, HS 
Bay = PiE 0 EG) = | edBe) 


定理 1 MAOIs OEE 


g = gts + AC] — 2)) C4) 
TEJ <l 内 的 惟 fe. BORRA 
Bay= >j e7% Lay l GO Cr) (5) 
mil 
~ ， pel 
limB (2) = | es (8) 
tr oo a< |, pol 
piACl— p), pol 
EÇ] = . (7) 
51= 人， > 


Ht P= AU tapu, ao<ac<c1) 是 方程 =g A An) AAR. 


假定 六 (9 表示 时 刻 上 系统 的 区 长 , 且 令 
py) = PING) = FI nt 


Pit Cs) -| e7“ p Cede, i,j 20 
o 


定理 2 Xf AO)>O.8 


[1 一 foll + Fobi — vis + A] (3) 
A 


Pinks) = 7 ts A — AG) 
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Bs — fts) [1 — vis + AJ 0 
POS) = is bam amy]? 9) 


其 中 f(s) 64s) us ap Rl Wah PO). BG, V GAS LS BRAK 


3K. 
定理 3 WHOS O. il. 有 
Fis) ey ~, i? 
PW) = TEE a Be) ET PG EAI O + ed 


(10) 


Pi (s) = Sate (ECs) 
Å 1 
E) 
t Toe FA BO) 
{vs + A— Ab(s)) — ws + AD ]g% G) 十 6* (5)) 
C11) 
Hpg G3) 类 似 于 第 四 章 $2 中 定理 1 WE AY 49; (s) AES: 


gi C3) 一 一 bG) [t -Goje re 
gis tÀ) ` 
1 = gals) > = tubal 
十 一 一 一 一 >》 FEE bts) | evi 
g(s+aAjt=i b (s) XI, 
[AGN] dG) | i 
if 
C12) 
而 


HO =bis)| e HDF (E) L a 


Gg j- NEPE ， — gff. 
十 > Te lus $A 入 (C5)) 
k 
、 


F a tae [MOF ave}, j= ] C13) 
LH F 


=Ü 
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RJS DD 一 0 

定理 4 Sh, =limP {NC} = j) j 20 WER MRA A 

1) 23 B=AC +a B)/ pe Sel A 7051.20 ATLA, 720} 
不 构成 概率 分 布 ; 

2) p< 时 ,和 傅 ,,j 宇 0 存在 , 且 构 成 概率 分 布 ,进一步 有 递 推 
Th: 


Po = (1 — 2 Serra 14) 


~~ 


l= J, _ -aF 
P, o ELY] {a vA) JA, + [e Y (2) — 


+ Sta, [1 — Dfe G rol. j1 05) 


=] 


an -di 


其 中 oa) = N cxdy(D ,CD = | eG | HERE Fe» 
lt) a 


A, =l {|e er — Gtr) Jd 


一 | 
二 ago |} (16) 
k -1 i= gT 


定理 5 DP RMR BMG PS AE 
A> PU = PAA) , 1 va — de) 


P e) = WET? 
za az) — AQ. — DELF | 
i1 a7) 
而 平均 队长 
2 m2 2 ~ 
N= py Ze p Be P<1 8) 
20 — @) 


其 中 , S] = Frato ,EV2] = [ravo . 
g 
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定理 6 在 该 系统 中 ,顾客 的 稳 态 等 待 时 间 与 逗留 时 间 的 LS 变 
Har plž 


w) = HL Aso Ag) 
s—ALl—gits)] 


_ 8G = pg) | 1 = vs) 
s— Hi gC)] EL] 
而 平均 等 竺 时 人 间 与 平均 逗 曾 时 间 为 


wes) = 


SG) > 0 (20) 


eT ae E ~ 
W, = AEL] T pol (21) 
2¢1 — p) 
wait, AE) + ar , p< (22) 
E 20 pp) “L 
3. 可 靠 性 指标 
Hf 2220,4 
A,@) = P{ 时 刻 t 处 于 上 服 备 员 忙 期 lysets 
a, ts) = [eta ade, po 0 
Hit NO) Ha t=0 KS PMMA. 
引 理 2 kf AG) 20.48 
fo Bs [1 — v6s)] 
as (5) = (1 -TGFA (5)) (23) 
1 EGLI — vis) | ,~ o, 
ae G) ~ ap ~ Poe +a aby ) pe | (24) 
而 及 平稳 结果 


ima, | D AO He P 
mA) = om ee be, pal 
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(25) 


H rie) 一 je ,f(s) = [eraro . 
J 


证 明 Su= Voh Sek lh » Hi 


i= 1 


A(t) =P <0; nt ， 处 于 服务 员 忙 期 } 
=| [1 — Ba — x) dF (x) 


+ IPG, Kt, L s’ +b, +5, Se. BPR! ¢ ab 
于 服务 员 忙 期 } 
=| [1 — BU- x) WF) 


十 2, 
1 一 1] 


8 


‘Pls. = <r, < $i; Ts 十 has, <T, +d, 
1 

tT, 十 六 十 5 所 六 时 刻 上 处 于 服务 员 忙 期 } 
=f [1 -- Bt — x) ]dF (x) 


一 工人 一 本 一 下 4 2 — Alera 
+ Si I, AG> ryn eter 


Ü 


AV (dV YP Cdl F(x) « Bay) (26) 
Hips, 表示 第 :个 系统 闲 期 长 度 ,2 表示 第 7 个 服务 员 忙 期 氏 度 ， 
rel; * "SRR 


A(t) =1 = BOW) 
| S >| [f ae — r y—nu) ee porote y 


p= lk ye we Y G 


dV Ce} dV oO! Cyd B® Cr) (27) 


对 式 (267 Hr (27) RRL 变换 ,得 
foil — 1 一 Pi] 


$ 


ag Cs) = 
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Fb) Nt ， tan (At)! 
tT G Fa pay of emer op dV (o (28) 


a; (sy = ize) 


p Cs) thane ey 
+ TG Fa Da ofe en AVO, iSl 


(29) 


由 式 (28) 与 式 人 29) Jaio 5a WOHE 
we 一 二 se CH), >i Go 
然后 将 式 (30) 和 代入 式 (28) ,经 过 整理 即 得 式 (23) ,再 结合 式 (30) 即 得 
式 (24). 
出 于 
limA;() =lim dA, (2) + AO) 


io: 


=lim lim ‘ed A Cr) -|- ACO) 


re gt #9 


— lim | “ea, (a) =~ A) 
yu! 0 


= lim sat G), @£€ 2 0 


ag! 


PETEMAR E AARO 与 式 (7?) 即 得 式 (25). 


文 样 ,仿照 本 章 $ 1 中 可 靠 性 指标 的 讨论 ,可 得 下 烈 可 靠 性 指标 
的 相应 结 采 . 


定理 7 N40) >0 RF AHR HEM L 变换 为 


* (5) = all 一 vs) |# Cs) b(s)L1 — vis) ] 
A Se = sis + a — ayfs) | 1 — vis + A -- AbCs}) 


(31) 


] 一 
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. — a[ 1 — y6) ] 加 Bos — vs) ] 
FCs) = sis + a — ayt) | (1 1 — vls FA — BBG) | 
i=] (32) 
而 稳 态 不 可 用 度 为 
Ma 有 AU， p<] 
= = ~ 33) 
lime, “= lim sg’ (5) = Wh 4 a8), 32l £ 


其 中 y(3) = j en"d¥ (4) uls) = i se-edy (1) BCs) 由 定理 1 确定 . 
向 


定理 8 对 究 G) 盖 0, 服 务 台 在 (0, 酉 内 平均 失效 次 数 的 LS Æ 
换 为 


af(s) bon — vid) 
Mols) = a ays) | TG FA BG) (34) 
~ _ -| o- EWON er] =| 
mi) = ays) 1— vs +A — AGS) 
ise] (35) 
而 且 长 期 单位 时 间 内 的 平均 失效 次 妆 为 
tim AO 一 a ps] (36) 
co +t ef/(L+a8), pel 


其 中 f(s) = [evare 


定理 9 ”对 该 系统 ;服务 台 在 长 期 单位 时 间 内 的 平均 失效 时 间 
为 i 
ELPO [vresel _ Aaf f tt, pal 


lim + . ~ (37) 
free t eBfC1 +a), pl 
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$4 空 竟 服务 单 重 休假 的 M/G/1/co 
可 修 排 队 系统 


1. jo) RATER 


考虑 一 个 M/G/1/co FR BAR SE PET BET" ES SA a a 
la] RF niel Ha Ag EO =1—e “A> 00; RE 
SE fas BS AAR Fp FF] fy, 2 1 IRA Ae a ap GO), Hee 
天 最 务 时 间 为 0 过 = ~ | GO < oo ;服务 员 具 有 空 半 服务 的 音 
重 休 假 ; 即 服务 员 按 照 第 九 章 §33 的 规则 进行 休 仿 ;其 休假 时 间 序 列 
{Vini 宇 1 独立 ,服从 一 般 分 布 让 1); 系统 中 有 一 个 服务 台 , 其 寿命 和 
服从 和 参数 为 at0sa<cc) 的 负 指 数 分 布 

XD = 1— e7, 120 
IRS BASU GER HEMM Y 是 任意 分 布 

Ya) = P(Y str, tea 
且 记 平均 修理 时 间 为 反哺 = [AYO < oo. BOR WEA RE 
fe fe ARE § 3 中 1 一 5 相同 ， 

显然 ,该 模型 是 我 们 在 第 九 音 8 3 中 妍 究 的 模型 与 在 第 gl 
中 研究 的 模型 的 织 合 ; 它 把 空 哎 服务 单 重 休假 的 MG717=: 和 休假 排 
队 模 型 与 W7/G/ALAcc 可 收 排队 模型 进行 了 有 机 结合 


2. 排队 指标 


4%, 表示 第 n 个 顾客 从 开始 接受 服务 的 时 刻 起 直 色 服务 结束 
移 时 间 , 基 中 包括 了 在 该 顾客 的 服务 期 内 ,服务 台 可 能 发 生 失 效 而 进 
行 修理 的 时 间 , 我 们 称 蕊 为 第 2 个 顾客 的 SARS Ie)”. 
Xt 0. > 
Gi) = P(X, Sth, nl 
出 类 做 本 章 $ 1 PROM A 
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a = t k 
GU) =G6,() = >| YC — re aT) dGir) (1) 
k=0 t ` 
Ej na AX H LS 变换 为 
HOE | ao =gista—ay(s)), Kis) So (2) 


且 平 均 广 关 服务 时 间 ? 为 
E[X,] = + epu (3) 
H T fiih a) A“ Fe” PE HEE CZ 1 相互 独 
立 , 同 分 布 CC2 ,因此 我 们 容易 得 如 下 引 理 . 


引 理 1 如 果 我 们 把 元 直接 理解 为 第 n 个 硕 客 的 “服务 时 间 ”， 
则 所 研究 的 系统 等 价 于 服务 员 内 有 空 竟 服 务 音 重 休假 的 邮 /C717 二 
排队 系统 ,其 中 输入 过 程 是 参数 4( 守 0) 的 Poisson 流 , 顾 客 的 服务 
APY, melhor. aet OO) ARS RAS AR RV, 
1 独立, 同一 般 分 布 VG), 


因此 ,我们 可 以 仿照 第 九 章 3 的 讨论 ,来 赋 猎 这 个 系统 各 兴 趣 
B45 FE HE BA SH fie > PUA BA IS OD EES LASS SP Afi» EES BA IS Sp Se PF BT Ta} 
的 随机 分 解 等 ,下 面 我 们 仪 列举 一 些 主要 结果 . 


定理 1 RAC 


p(s) sH, 
1+ wts -+ ACI — Fbi] vts + A— Ab (s)) | 
C4) 
pats) 
[1 一 fs) Jb(s) (5) 


~ S$ 0G FAL ORO] vG Fa Mi} 
其 中 5) 由 本 章 8 3 中 定理 1 确定 . 
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定理 2 KH AG>OO ELA 


po; (8) 

_ Hs) 
1+ uls + ALL FOE G] — ves + A— 2B (5) 
{9 (s) + 87 (s)} (6) 


pe (ss) = So bi(s) 


t=] 
l -Hefs + AMT] — fide G] — vis + A Ab O59} 
(7) 
其 中 于 人 0) 与 全 (5 分别 由 本 音 有 3 12) SRS) MAE. SI. 


定理 3 6p, = limP (NC) 二 刘 ,j 之 0 ;, 则 对 任意 初 妨 状 态 ,有 


1) p= +p 时 ,5 二 0,j 社 0, 从 而 全,,j 宇 0} 不 构成 
概率 分 布 ; 
2) 当 5<1 时 , (之 全 存在 ,用 构 成 概率 分 布 ,进一步 有 如 下 
递 推 式 : 
~ dA” 
Po = EV TF vO) 8 


ae 


一 oO Atl — p) 18, + fe ay (@) 一 一 dy 


Ps ELV] + oe) 
+ Si. [1 7 Li e=" ay ye) el (9) 
其 中 让 ARE § 3 PRODA, J> lu) 一 [eave , 


定理 4 SPL RARKABEBA IO TRD A REER K 
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Pz) 
_ =p — 2g (A= az) 
g (A à) r (10) 
iw ae) + ~ 200A) 
(1 — 2) {vta) + AEL]; 


而 平均 队长 


jz] < 1 


RELY? | + ZEV] 


POEL | o PSTD 


定理 5 FEAR SCH AY fed eT Le] e t a A y 
LS ERR RIT aA 


(1 一 pis suid) + ALI ~ 1} aa) 


Ww, (5) = = TF 
A 


sl = pei) ,wD 4 ALI — 29) gg) 
ape gi] Se RLY 


TESS FR RS EENE ai A 


ws) = 


— AEL HX] AETV?) 
W, = 一 >” 十 一 一 一 一 一 -一 一- (14) 
? 2(1 — 2) iul HAEL YV]; 
— 1 AEX? | ABLV? ] - 
W = 一 - 十 一 一 一 十 -六 一 一 一 > (15) 
3. 可 靠 性 指标 
Xf 220, 


AW = Pa RCA TRS RIE Irw- 


av (5) = [e—a odr, j= 0 


Q 
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引 理 2 ASS. 
LS . 


ag (s) = = 
{1 EOL = vfs) + ls + ad — vs + AFG] | 
1 + tis) E 

(16) 


at (s) =4 í] POOL vO) tos +A) vie HAF] | 
$ 1 + #€s) E 
i=l (17) 
而 平稳 结果 
ACL Hepu, pl 
lim, t) = lim sa,’ (s) = a8) / p es (18) 
saat ls p= | 


Hh tts) = ols 十 ott — FODE] e vls + A-- AGS). 
证 明 SL- rm 1, 且 太一 0 , 刚 
AC) 一 Pt <0 PHL 处 于 服务 员 忙 基 ) 
=| 0 — Be — MF (2) 
| PW itty t bm eae APRS ARE) 


+YP Pinha SV, <it, H hn — h l, m3 


时 刻 + 处 于 服务 员 忙 期 ， 
-| — Ra — x) dF Cr) 


十 | 六 ae —r—yViyldF Gy d[ F(x) B] 
Oat Ü 


we fet ri—r k _ 
+>] | Aye = a — y) Seedy (dF) = B(x)] 
i 1* o. 0 ! 


(19) 
Hip rb; 分 别 表示 系统 的 第 i 个 闲 期 长 度 与 第 i 个 服务 员 人 入 期 长 
ElV 表示 第 一 个 服务 员 假 期 长 度 . 

+3106 


对 ;之 1, 同 理 可 得 
Ast) =1 — Ba 


+ { [ae = x — yV dF dB. (x) 


ey H fies I a 
+ DT A,@—-2—y) BE w8V (y ABO Ca) 


(20) 
Mh 1 99 Bh C20) L 变换 ,得 


aj (s) -O0 — B69) + f*(s)uds + Abai Cs) 


i 


=> fta k 
HEOR Daro eoa W avo en 
G 


k=] 


Toes + fv + DB Gat Cs) 


ao = 


= fom i 
+ Bis) Daf wf eae O ave), >21 (22) 
a 7 


k=] 

由 起 (21) 与 式 (22) as G) Ha OMRAN: 
Bs) Fs) — sag Gs) | 
FOG) 

ASR (23) 42 S21). ARRIO, ARARO RM 
(17). RGAE AP AEE. A ARES 3 中 式 46) 与 式 (77 即 可 得 去 

(18). 


at) = +11 - }, i103) 


这 样 ,仿照 本 章 §1 中 可 靠 性 指标 的 讨论 ,完全 可 得 下 列 相应 可 
靠 性 指标 的 类 似 结果 . 


定理 6 HAO >O RA GMRATT ARAL 变换 为 


all — ys) ] 


(ey ee ee Hh = HO) > 
g Gs) Us ia ayes)] [sa C5) |]， 六 站 (24) 
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Fi) AEBS AT A BE A 


ee _ 
in 人 = lim sg C) = |° PS] 


a aB/A tap, Bey E 


定理 7 对 家 G)>>0, 服 务 台 在 (0, 菇 内 平均 失效 次 数 的 LS 变 


换 为 
=a _ aw . . . 
mts) = Fae ayes) Lsar (5)]， § 20 (26) 
而 长 期 单位 时 间 内 的 平均 失效 次 数 为 
lim O -人 es) (27) 
reco f af(l+aP), pl 


定理 8 服务 台 在 长 期 单位 时 间 内 的 平均 失效 时 间 为 
jm ELD [won] [AaB/ x, p< 


~ C28) 
Ee £ laß/G + af), Oe ] 


S5 服务 设备 可 修 的 机 内 维 修 模型 


1. 问题 的 叙述 


在 第 三 章 中 ,我 们 所 讨论 的 机 器 维修 模型 都 是 假定 服务 设备 (或 
修理 设备 ) 蚌 不 会 失效 的 ,可 是 在 实 幅 中 经 常会 磁 到 服务 设备 本 身 发 
生 和 失效 击 不 能 为 发 生 故 障 的 机 器 服务 (修理 } ;此 时 需要 将 失效 的 服 
务 设备 修好 以 后 ,服务 设备 才能 继续 为 有 故障 的 机 器 服务 . 显然 ,这 
是 一 类 更 广泛 的 机 器 维修 模型 , 在 本 节 中 我 们 将 研究 这 类 模型 . 

BEA m+) 台 宙 器 和 一 个 乳 务 设备 (当然 只 有 一 个 维修 人 
员 ). mm 十 1 台 机 器 相互 独立 地 并 行 运行 ,每 台 机 器 的 工作 寿命 = 都 服 
从 相同 的 负 指 数 分 布 

Fa) = P{rxtp=l—e*, tB0A>o 
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当 一 各 机 器 发 生 故障 时 ,车 服务 设备 空闲 , 则 服务 设备 立即 对 其 服务 
(修理 ) ; 若 服务 设备 正在 为 其 它 故障 的 机 器 服务 时 , 则 刚 发 生 故 障 的 
机 器 需要 排队 等 待 服务 . 服务 完毕 的 机 器 立即 转 为 工作 状态 , 服务 设 
备 对 故障 机 器 的 实际 服务 时 间 X 都 服从 相同 的 一 般 分 布 
CG) =PiXSt}, +20 
且 设 平均 服务 时 间 为 6<< È = [eO < o. 
而 服务 设备 的 寿命 服从 负 指数 分 布 
XQ) =P{X aí s=] e, 120,08 ¢< co 
服务 设备 失效 后 立即 进行 修理 ,其 修理 时 间 Y 服从 一 般 分 布 
Yu) = PY St}, ¢t 20 
SLE MBO 0< A = | AYO < ce . 进一步 假设 ， 
1) 在 服务 设备 的 空闲 期 问 ,服务 设备 既 不 会 发 生 失 效 也 不 会 变 
坏 ( 不 影响 照 务 设 备 的 使 用 寿命) 
2) 当 服务 设备 失效 时 ,正在 接受 其 服务 的 故障 机 器 需要 等 待 其 
修复 ,再 继续 接受 服务 ,已 服务 过 的 时 间 仍然 有 效 ; 
3) 故 障 的 机 器 修复 后 完全 恢复 它 的 功能 ,其 寿命 仍 为 而 服务 
设备 失效 修复 后 也 完全 恢复 它 的 功能 ,其 寿命 仍 为 ， 
4) 随 机 变量 .XX 和 Y 都 是 互相 独立 的 . 


2. 排队 指标 


ROPT To BRR RRS ARYA. 
一 0-), 即 从 :一 0 开始 ,在 一 系列 故障 机 器 被 服务 结束 的 时 刻 中 ,全 ， 
表示 第 次 机 器 服务 结束 恢复 工作 的 时 刻 . 假设 ， 

t 一 0- 时 有 一 个 故障 的 机 髓 服务 结束 ;而且 令 5() 表 示 时 刻 : 系 
统 中 正在 工作 的 机 器 数 , 则 

WE- E S -aE a 
RAC =E), i, 是 第 2 次 机 器 服务 结束 时 刻 了 . ZATA BRT TE 
在 工作 药 机 器 数 ,因此 刚 职 务 结 束 的 机 器 不 包括 在 内 ,于 是 
SESAM 
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由 于 机 器 的 寿命 分 布 和 服务 设备 的 寿命 分 布 都 是 负 指 数 分 布 ， 
由 “无 记忆 ”容易 得 出 时 刻 工 . BAB OG) ,t 实 0} 的 更 新 点 ;因此 ， 
at FE Tet 0.1,2, °°} BS RAR AR [He] E= 10.1.2. 0059} EAI 
Hy A ta) EP A (OH 001.2. | ERAS E HARARE 
S Y HARIRI BS n 次 发 生 故 障 的 机 器 从 开始 服务 的 时 
HEERKE SHIHE A RORE RE, H RRIS TERS AR 
务 的 机 器 的 服务 期 间 内 ,服务 设备 可 能 失效 而 进行 修理 的 时 间 ， 
xp eed, A 
G4) = P< 
WIZE MARR § 1 中 式 (2) 的 讨论 有 
G) ÂZ 0 = Sif yeg 一 gje" — Lez) dG iT) (1) 
5a 无 关 . 其 LS 变换 为 
gts) =| "eden 


=e(st+a—ay(s)), Als) 20 (2) 
其 中 ys) = [eyo .而 六 均 “服务 时 间 ” 为 
EX] = O + aB) /pr (3) 


引 理 1 如 果 我 们 把 世 直接 理解 为 每 台 故 联机 器 所 需要 的 服务 
时 间 , 则 我 们 所 研究 的 模型 是 一 个 通常 意义 下 的 机 器 维修 模型 , 其 中 
每 台 机 器 的 寿命 服从 同 参 数 4(>0) 的 负 指数 分 布 , 故 障 后 修理 时 间 
WM at Ca), mE m+) 台 机 器 ,一 个 修理 人 员 ， 


根据 引 理 1, 我 们 可 以 仿照 参考 文献 [126] 第 五 章 前 讨论 ,来 得 

到 该 系统 的 排队 指标 ,例如 #9 与 总 的 极限 分 布 ,故障 机 器 的 等 竺 

时 间 分 布 等 . 特别 地 , 当 z 一 0, 即 服务 设备 的 寿命 无 跟 长 时 ,所 得 的 
排队 结果 与 参考 文献 T1261 第 五 章 的 结果 完全 哆 合 . 
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Alles) = Ele 2, ain | 
if?! FF _ 
-Dfe | dP iE, = 7.7, È tle? 
pe r, 
及 
Pelsu) = >) ARMs ur, 
a= 向 
la| SS lir = Oslae mn = 0,1,2, 
则 
Cts, m+] ; 
{st) -| ae 
SJ Ais) (Cy Css) forty RENN 
k= 9 
四 


t= 4 ug (s + RAC lsn) 


ii 
_ q Hits) m | 

a Cais) l a (4) 
t=r+] ip C$ 十 RAC,- Csat) 
其 中 | RRA PER Mamka ,量规 定 | | = 1,| | =o 
《和 


mer 1) fm (m + 1)A _ 
Ho = | | 网 | k = O,ly-yan +] 


(5) 
t ~ 。 
性 = p HESHIN ， k = 0,1,2," 
i=0 ] — ug (s + ja) (6) 
Cilu) =1 


县 在 式 (4) 的 求 和 号 中 , 当 上 限 小 于 下 限时 , 求 和 为 零 . 
证 明 利用 全 概率 分 解 ,得 
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° dP iTar — T, < x |, =} 
= [Elen 了 t | | Sa en ree 


十 11 
-| lcs + rA)E{e |, _j}, neo 
y 


24 jam 时 ,有 


(8) 


ala lato) (9) 
r t =m 
其 下子 表示 如 十 台 机 器 同时 工作 起 ,直到 有 一 台 机 器 发 生 故 障 为 
IEA BE BY TB]. 容易 推 得 

Plast} = t—e tP™, eo 


(10) 
于 是 式 (9) 可 写成 
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Gm + IDA ,,,，.,, 
5+ Om + pa Ete lg =m» 


no 0 (11) 


TFT |) a 

=| [ZG + ra 
r 

， 将 式 (8) 与 式 (11) 代 人 式 57) ,经 整理 得 ; 


14r=0nf, 
ARIC) = gC) { ARIC) — A) (12) 


2) 4 r=0,1,2, e;m 时 


Abti(s) =p Cs + ra) APNG) + AFl {5) 


m) Cm + DA m+ ly] 
+ | r | Jako) 


(13) 
于 是 ,注意 到 
APIs) 一 efed "| = | 所 rm (14) 
r r 
可 得 
1 ~ s 
Wo (syn) = -人 一 —— 
e = TIT (= EO Gig aye o] 
(15) 
Ws) EEA Ny, ou) 
l — ug {s + rå) 


+| 


m4 fat 
"| | r | wats 
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fy 


|z 


二 一 一 一 一 一 一 一 ， láram 16) 
1 — ug (s + rå) 


PEE SD AWAR Co Cs ae) , FRC16) Be RR Css) ,然后 关于 + 二 
Ol Zier 200) FO Mn, 48 
< VY (44) — : su) 


24 C, Csu) =, ©1455) 
P: 
+ a 
> Ci Gs Oa (s+ rd) 
(m t+ DA 
+ D7 Gn DAts 
m-l ree ， Of fim (17) 
r ERT 
tE 
Ig 
su) Oo B 
GED E ey 
ehia -0 Cels, “ug (3 + BA) 
i | oF (wz + 1A _ jm + | | Fin) 
+O im Abs | 4 om sat) 
OQ Mm (l8) 
在 式 (18) Ht, > f= , OT AR HE ,Csru) ;得 
| 
m+ 1 
Feu) = Sy. — a 2 Tew) C19) 
AC, ifs. udug Cs 十 - kay} eo foe 
将 式 (19) 代 回 式 上 18) ,经 整理 就 得 到 引 理 2 的 结 处, US. 
He n 


3， 可 个 性 指标 
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1) 时 刻 + 服务 设备 失效 的 概率 
马尔 柯 兴 更 新 过 程 15. ,Tn 二 0,1,2,…} 的 半 马 尔 柯 夫 核 为 
9,0 =P = isa, ~ TLS tl; = 


efit] 


p J 
= 0 
J= 0, latei + l;i = 0, lsem — 1 (20) 
《1 — eT) 9 as Ct), i= Os] yc ym 
其 马尔 柯 夫 更 新 函数 为 
RO) = DPS T, Stabs OSL Smit So 
(21) 
Kt 60,4 
PU) = PUR ERISA 1-0 S 


ide) = Pih alt RHE BRM, an Osram 
则 上 由 定义 和 全 概 这 公式 可 推 证 {加 .2)) 满 号 马尔 柯 夫 下 新 方程 组 


it] 


B= dig, G)*BU)+U,G), +e o,0 ism (22) 
por a 


定理 1 令 6) =] epode Me} AG) > 0H 


all —-yG] 


g (3) = s[s 十 a — ay(s) | Wins11) | 


i 
stint DA 
i = O02 mm 《23) 


潭 平稳 结果 
Gn + 1)Aa? 
URO = MR O rt iBT OM 
“fal 1 “1 ， 了 CRA) ee 
ser B= D|? E C, = [I 一 一 一 一 一 一 ， 1] pS i, 
a PNG EG "bald — BRA) 
Cy = 1 


证 朋 17) 由 参考 文献 [57 第 324 页 的 结果 ,有 限 状态 的 马尔 柯 


夫 更 新 方程 组 (22) 有 惟一 解 
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PE = SORO +U, OKK (25) 


fag 


其 中 R(t} 是 马尔 柯 夫 更 新 函数 式 (21). 对 上 式 作 工 变换 ,得 


P= DN) sufi), o<igm (26) 


j= 


其 中 a) = [eU Od 为 UG) 的 L 变换 mt9 = 


[Pear 为 R(t) 的 LS 变换 . 
DI BG) >0, 4 


. _ a — 人 CS ~ . 
H; (9) = sis + a— ayls)] L1 gs). 0S s;lm l 


Cm 十 1)A 
(m + IA +5 


ta (5) = Ho (5) 


C27) 
事实 上 , 当 j=90,1,2,*… ,一 1 时 ， 
UD =P RR t 服务 设备 失效 ,了 T， >t ln) 
=P At REREARM YX > 2) 
~ Bi) 一 [bc ~ x)dGlx) (28) 


其 中 式 (28) 的 推 证 完全 类 似 于 本 章 $1 PHARD, HOO) AH 
引 理 3 纵 出 . 

当 j==m 时 ,由 于 了 一 ?十 X, 其 中 ?表示 和 十 1 台 机 器 同时 工作 
起 ,直到 有 一 台 机 器 发 生 故 障 为 止 的 这 段 时 间 , 即 是 服务 设备 的 闲 期 
长 度 , 它 的 分 布 函 数 由 式 (10) 给 出 . 

显然 ?与 蕊 相互 独立 ,于 是 

UD =Pinale RSRSRAM.9+Y > 28) 


=| Pca t— a BRUBRR t— tleo} 
dP iy < x} 
=U, (t) * q(t) (29) 


然后 对 式 (28) 与 式 (29) 取 L 变换 ,并 结合 本 章 81 中 引 理 3 即 得 式 
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(27). 
3) 将 式 (27) 代 人 式 (26) ,经 整理 ,得 


G(s) = ug Cs) | Pr,(s) 一 


jw 


Gees) fs 0 


而 


Ms 
-t 
二 
ry 
ga” 
| 
Si 
k 


e “dR, tt) 


Il 
[=] 
ta, 

l] 
= 


e “dP (0, = j,T, Sly} 


i 
Ms 
cl 
g 


a 
i 
= 
he, 
i 
[= 


Il 
me 
Ma 


4 ,, 
Jarg. = jT, tlga) 


Ka 
o 4o 


Efe p=} 


a 
H 
[= 
wm, 
i 
[=] 


Il 
me 


= 
A 
= 


| 
Me 


Alel(s) = ws ly (31) 


a 
是 
a 


rin (8) =| edR, (1) 


H 


Y feta tg, = mT, S tlg) 
> 


eal ha 


= >) AM (s) = Vls,1) (32) 


am OG 


于 是 将 上 两 式 代 入 式 (30) 得 
pm Cs) = ug Cs) { Wigs y1) — 


5 
ori va} (33) 


然后 将 式 127) 中 j=0 的 结果 和 将 式 (4) 中 r= 二 0 的 结果 代 人 式 (33) 
BH 4H sh (23). 
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XAH lim®,(t) = lim lim | ered, (x) = lim sg’ (s) 
foe ion pagt Gt 


Eue. EAR URE MEEA. 


2) (0,tJ] 中 服务 设备 的 平均 失效 次 数 
我 们 用 Mitt) 表示 系 统 从 状态 i 出 发 ,在 C0,t] 中 服务 设备 的 平 
HRAS 令 
gE) 
=P {f = p an S TT KLEA n t l RRALLE AAA 
RARER ERKKA hne 


k = Oday Fas = Üi’ nm 


则 
gf! cr) _ pee ‘ea — expt dG ie), 
a 
Í (34) 
j= Q0, lsa i + l;i = Oslstet yee — 1 
gt) = G — gT tD sg, j= 0,1], Zem 
其 中 
CG) =PX Kt HAL AMSREBRE KAR 
¢ a 
=| YC — zje“ ME" dG(z)， k = 0,1.2.0" 
0 了 
C35) 


eet A Se BEE ZS RT HE MC) 1 满足 方程 组 


i+ oo 
Mig = > Sota A [M+ k] + Wi), 
j= okn (36) 
ft = Ol 
其 中 这,(2) 表 示 系 统 从 状态 i 出 发 ,在 (0, 十 中 没有 发 生 状 态 转 移 时 
服务 设备 的 半 均 失效 次 数 , 吕 
Wi) = EIT, >,《0, 站 中 服务 设备 的 失效 次 数 [pot 
I 二] ,2 (37) 
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记 


Ww t+: 
PO = D Malta | 
h=6 


i=ù 


则 
Vi@) = ELT, St, C0, PR SRE HARA |p), 
t= O,1,2,¢¢° a (38) 


os 


若 注意 到 gif = Stead ， 则 式 (367 恋 为 


点 一 号 
it] 
MG} = Sig, *«MO+%, 4+ 8, 
i= 
i= Q.1,2,°°* ,Ht C39) 
与 式 4257 同 样 理由 , 马 乐 柯 兴 更 新 方程 组 (39? 有 惟 - 解 
A.) = SOR) # (V0) 1 WG], f= O12, ym (40) 
一 由 


其 中 及 是 马尔 柯 夫 更 新 国 数 式 (217， 


定理 2 SAG) =] edi), M ROSA 


~ o a S 3 | 
mits) = Shan apart Gm Dap eel | 
t= 0,1,25'" 4M C4] 3 
i HAF Ra 
iim M,C) = {im sm, Cs) 
foo i sont 


im + lja 
O Gn + DA Hap) + vB, 


证 明 1 对 式 C40) 作 LS 变换 ,得 
ms) = Arn OE + twos] = 0.1.2.6 (43) 


i= it 


(42) 


2) Xf ACs) a, 有 


0 375 + 


_al1 — gts) ] 
sta ayls) ’ 


(m + IJA 
(m+ 1lJA+s 


BO by j=0.1,2..m—1 时 ， 
Via + Wa) =E%, <2, 00.4) 中 服务 设备 的 失效 次 数 ) 
十 五 人 0] 中 服务 设备 的 上 失效 次 煞 ) 
(45) 

AS SRT] SPER OLE a X ASH XC) 二 1 一 
et 0 ,系统 失效 后 立即 修理 ,其 修理 时 间 了 AMY), 
平均 修理 时 间 为 BOS Boo). 系统 修复 如 新 ,立即 转 为 工作 状态 ， 
进一步 设 1=0 时 刻 系 统 是 新 的 ,而 且 X 与 了 相互 独立 ， 

A MC) RRB EO UN RRA ERR OAR LS 变 
换 , 则 本 章 $ 1 中 的 引 理 4 成 立 , 即 对 AOI 20. 


u,(s) + w, Cs) = } = J, l,e pn o l 
(44) 


vets) + ws) = Pegs} + ws} ] 


E 


mis) = sa ayG) (46) 
if A 
_ MG) o n o aL a , 
lim ; = lim sm is) = ya: + ap C47) 


利 由 全 概率 公式 ;用 % 对 MC) 进行 分 解 ; 得 
Mi) = Vn + Wi) + [Ma — rdir) 
0 


于 是 
Vi 十 W E) — MQ) 一 [Ma 一 zidGtz j = 0, 
Laoag sp — 1 C48) 
当 joan HY EAR (29). 
Ta =F + x 
其 中 # 与 相互 独立 ,? 有 分 布 
Pipa = e eT te, ¢ 20 
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于 是 
F +W,0@) =(¥,.@) x) (49) 
HUSD SEUNA LS 变换 ,并 结合 式 (46) 即 得 式 (44). 


3) 将 式 544) 代 人 起 (43) ,整理 得 


ms) = (Bets) + BD Dns) 一 ore rs) | 
= [vols) 十 figs) J{ inks,1) 一 D1) 


(50) 
然后 将 式 (44) 中 j=9 的 结果 和 将 式 (4) 中 +=0 的 结果 代 人 式 450) 
BHEAG). 


Am M, 《是 上 的 递增 函数 ,由 Tauber 定理 ( 见 附录 中 第 五 )， 
得 
lim May 


fea 


= lim sm,(s) C51} 


m ERR eB HK WY BP BY HSL AZ. 
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| 一 ` 母 函数 


1 X 
设 X 是 到 非 负 整数 值 的 离散 型 随机 变量 ,其 概率 分 布 律 为 
| p= 人 012 


则 
Wiz) 一 Ppt lz] <1 
a= 0 


BR. Wel 21 <1 EBS eT AO, E BO 
任何 到 非 负 整数 值 的 随机 变量 都 存在 . 
2. 性质 
性 质 1( 惟 一 性 ) 到 非 负 整数 秆 的 离散 型 随机 变量 ,其 概率 分 


称 为 X 的 概率 母 函 数 ,简称 母 函 数 


fi fat pe 之 日 与 其 母国 数 是 1 一 1 对 应 的 ， 
性 质 2 FX ASHER ELN IA AY 
E[X]= Swi], , 
性 质 3 GR Xi Xren Xa RARE AS R AS E E pE EL 
BOX, Xe XM, HEME. WMA X HX Xt TX, 的 母国 数 


ST eT BSR, Bp 
Plr) = Yy {2) " Vx Codey (z) 


二 、 拉 普 拉 斯 变换 与 控 普 拉 斯 一 司 梯 阶 变换 


1. 定义 
设 FO) 蚌 定义 在 [0,50) 上 的 实 值 前 数 , 若 积分 
fG = [eE Od 
存在 ,出 称 OA FOHA eB Be Laplace transform), fa PR 
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L 变换 ,并 记 为 
f(s) = LDIF) 
HIRA 


JG) = [edro 
a 


FFE. MURR SG A FORS Re Bt a Eal Laplace —Stielt- 
jes transform), 简称 LS RA, FIP A 
f(s) = LSF] 

其 中 ; 为 复 变数 . 

车 下 ( 四 为 [0,%%) 上 某 一 概率 分 布 函数 . 则 LSLF CO 总 是 存在 
的 . 

2. 性质 

没 F{ 科 和 GOO 拘 汶 定义 在 [0; 守 ) 上 的 实 傅 沿 数 ,其 1. 变换 与 
LS 变换 均 存 在 ,a 5o KHAR RL 

性 质 1 

Llar ey] = aL [For LSEar a) | = uh SLES 
TE Fie 2 
LaF G) + bG] = aLL EGJ- AL Gc] 


LS[aF Ct) -FE BGN] = aLaL EEO] - bLS LOG) | 
性 质 3 
L EFG ¥ Gp LEEG] LiG] 


LSE G) # GEJ] = LSEF GY [STG CY] 
Af 
FD x +G) = FEGE 一 rjdr = [ro ~- rd 


Fi) x G0) = | Fe — rdG(zy = [ce — dFCr) 


HARAR EFO CG) Ra AE BAER. 
+ 327° 


SKF SA eR Abelian) Ee 


如 果 对 RCO) > 06] e-ta Cedde FLASH» FLA Rima (人 ) 存 在 ， 
则 
lima{t} = lim s| e—a cdt 


iœ on red 


四 .关于 拉 普 拉 斯 一 司 梯 阶 变换 的 阿 贝尔 定理 cs 
设 对 :之 0,a li) 在 每 一 个 有 限 区 间 上 是 有 界 变 差 的 ,如果 对 
AG) > 0,] eda) 是 收敛 的 , 且 极 限 imaC) 存 在 , 则 


lima ts) = lim | erdale) + alg) 


-e 
E om red 


五 .关于 技 普 拉 斯 一 司 梯 阶 变换 的 择 贝 尔 (Tasberian7 BBO 
mEt) ERREA i As) > 0, als) = 
[erao 存在 ,县 对 "之 0 ,有 


as) 4, s — üt 


则 
At” 
Per 十 1)” 


其 中 4 为 常数 ,TIr) 为 工 一 函数 ， 


act) se I= oo 


Av. RRR (Rouché) EI) 


RB f(z) 和 g(x) 在 简单 闭 由 线 工 RL A D ior H 


在 曲线 上 上 ,有 
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F(z) 关 0， Fol > [gle] 
则 在 二 的 内 部 ,f(z} 与 了 (zx) 十 gC(z} 有 相同 的 零点 个 数 ， 


七 .Smith 关键 更 新 定理 0 

假设 记 () 与 FQ 分 别 为 延迟 更 新 过 程 的 初始 寿命 与 寿命 分 布 
图 六 ,Ab 为 其 更 新 函数 ,并 有 

Dg.) LAA RR: 

De EEL, (0,9); 

3 lime) = 95 

ADF (Ct) IEZ A FO 0; 

A= | dF a < 00, 
则 


lim| ga — q)dM ir} = | edz 


J\ Rr ARB (Lagrange) EFT Ee 


ERR z-a {SRR LEAR PO) ele) 以 及 对 
满足 不 等 式 
irgtz)| < ls 一品 | 
的 ;函数 z 一 a 一 rg tz) 在 |z 一 a 之 R 的 内 部 只 有 惟一 等 点 ?而且 


=o A n~] 
Fn = fF Se E OAO a 
a=] 


ni! dx’ 


FL. Little 公式 及 说 明 


对 于 一 个 排队 系统 ;如果 在 它 达 到 统计 平衡 状态 后 ,系统 中 任 一 - 
时 刻 的 平均 队长 入 ,平均 等 竺 队长 Ni, 与 每 一 顾客 在 系统 中 的 平均 
i ota) WOR SW, 之 间 有 关系 式 : 
N =W, N, =W, (1) 
成 立 , 则 称 该 排队 系统 满足 Little 公式 . 其 中 Ae 表示 单位 时 间 内 实 
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际 进 人 系统 的 平均 顾客 数 ， 

ERARO) Little 在 1961 年 首先 发 现 并 给 出 有 闫 假设 及 证 
明 的 . 之 后 ,一 些 排队 论 专 家 和 学 者 从 不 同 的 角度 给 出 了 上 上 上述 会 式 成 
立 的 条 件 及 其 证 明 , 例如 Jewell 于 1967 年 证 明了 Little 公式 在 满足 
如 下 Jewell 条 件 时 也 是 成 立 的 : 

1 对 系统 的 任何 现时 情形 ,在 某 个 未 来 时 期 系统 以 概率 1 将 变 
为 空 的 ; 

2) 每 逢 系统 变 为 空 的 时 候 , 到 达 与 等 待 时 间 的 结构 是 由 下 一 个 
到 达 起 而 恒 同 趣 ” 再现” 

3) 在 第 一 个 忙 期 里 系统 队长 大 小 的 期 望 值 是 有 限 的 ; 

4) 在 每 个 忙 期 里 ,接受 服务 的 顾客 的 人 平均 的 平均 等 香 时 间 与 
到 达 辣 申 时 间 均 有 限 , 其 中 一 个 忙 期 对 庶 一 个 独 期 ， 

后 来 ;Stidham 于 1974 年 给 出 了 比 Jewell RAB AMMA 
Heyman 与 Stidham 于 1980 年 又 作 了 进 … 步 的 推广 ， 

而 Little 公式 的 直观 解释 是 :在 系统 达到 统计 平衡 条 件 下 ,考虑 
一 个 刚 开始 接受 服务 的 司 客 , 在 他 后 面 排队 等 待 服务 的 半 均 顾客 数 
等 于 在 他 的 平均 等 待 时 间 内 实际 进入 系统 的 平均 顾客 数 , 即 N, = 
ie 环 ;又 考虑 一 个 刚 服 务 结束 的 顾客 ,在 他 离开 系统 时 留 在 系统 中 
的 平 岁 顾客 数 等 于 在 他 的 平均 逗留 时 间 内 实际 进入 系统 的 平均 顾客 
数 , 即 N= del, 

下 面 我 们 对 Little 公式 给 出 一 个 解释 性 的 证 明 , 而 且 证 明 过 得 
不 依赖 手 到 还 间隔 时 间 的 分 布 函数 ,也 不 依赖 于 服务 时 间 的 分 布 攻 
数 与 系统 的 排队 规则 . 


设 在 (0,] 时 间 内 到 达 县 进入 系统 的 顾客 数 为 «ft 让, 则 (0,1J 时 
间 内 平均 实际 进入 率 为 
att) 
È 


又 设 AOE OSAR AA e Ab de EK BC B h 
Catete f E BRB BAR YI TDD ee E E B 
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(2) 


为 
PU) 


(3) 
att) 
而 在 (9,1] 时 间 内 单位 时 间 系 统 中 顾 容 的 平均 数 为 
pity ¢ 
= 4) 


KEEPA COJA NSE BBR PIM. 于 是 在 系统 能 达 
到 统计 平衡 的 条 件 下 ,有 极限 im 号 2 ,lim EE ilim A. agtet, 
H 


N alim 


fs 


ptt) 
f 


a(t) = AeW’ 


-=lim Bud . lim 


aE c tt >} 了 一 


同 理 , 如 果 设 FOR OSMAN A 上 为止 已 花 在 系统 中 的 
总 的 等 待 时 间 , 则 每 个 顾客 的 平均 等 行 时 间 为 
BQ) 


(5) 
att) 
而 在 (0, 眉 时 间 内 单位 时 间 系 统 中 等 待 服务 的 平均 顾客 数 为 
Ba st? (6) 


EPUA CO. LUT (Bl MEARAN SES 于 是 在 


系统 能 达到 统计 半 衡 答 件 下 ， 有 极限 lim PO tim 22 Bo) stim ao 
Ab FE. A 


Eu i 


此 好 Little 公式 的 证 明 . 


REF Ap, JZOR by (0) Spy 0 ,它们 分 别 表 示 顾 客 到 
达 系 统 时 着 到 的 队长 的 平稳 分 布 .系统 任意 时 刻 的 队长 的 平稳 分 布 ， 
以 及 顾客 最 务 完毕 离开 时 留 予 的 队长 的 平稳 分 布 , 下 面 我 们 给 出 它 
们 的 关系 : 

DX) M/G/e/KCK S00) HERA A TEIK EIS FARE A 
‘参考 文献 [L861 第 77 页 一 第 78 页 ) 

pi pp FH O12 A 
而 对 M/G/1/oOoHER RR E 
Py = bps Pps J502 

证 明 根据 第 四 章 》 2 中 推论 2, 我 们 只 需 证 py =p; 

事实 上 , 令 AN 提 玫 示 在 时 刻 上 到 达 的 顾客 看 到 的 队长 (不 包括 
AUN TK AS) NORRA) 的 队长 , 则 

py = limP{N7 0) =p = limP{N@) = J}, 720 
在 系统 能 达到 统计 平衡 条 件 下 ,上 述 极限 均 存 在 ， 

RS 44 二 4) 表示 在 对 十 站] 内 到 达 一 个 顾客 这 一 事件 , 则 

PIN7- (的 一 用 一 Li 人 N 人 = flaneran} 

注意 ,事件 AG t+ AD REAR RAM MS CHAR 
H CDEP BY LA ap SR eR AS as F 
是 ,利用 条 件 概 率 公 式 , 有 

PINT @) = j} = lim PANO A ae tonal AP) lv- 

由 于 到 达 是 参数 AC 0) AY Poisson Pit, AEA H fi KE Gt + 
Ai 内 到 法 一 个 顾客 的 概率 为 A&1-Fo(A7) ,而 与 时 刻 t 的 状态 及 时 刻 
! 无 关 , 即 事件 4 十 Ab 与 事件 六 (一 六 (一 0 1 2 相互 独 
立 . 于 是 对 任意 t20. 有 

PINT œŒ) = j) PING) = j} 

从 而 PF = bp 520. 
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2) Xf GI/G/1/00 FE BA R BE» FETA BY SETAE RE FA 
Pp; = py, j = 0,1,2, 
而 且 参 考 文献 [14j] 指 出 ,对 成 批 到 达 的 CFA/G7L7Ase 排 队 系 统 , 有 
kíl — z) 


P~ (x} = = 


Piz), |z| <1 


其 中 , Po (z) = Si ppe, Pt (2) = Ape. 
ug =u 


证 明 HIE p SPY fH O61. 2 07 

HE APR BA PE RN) 0) IL — PE IN tw， 
t).ts20}. A(t) BARRERA BRN Co.) 20} EOM j 
向 下 跳 到 7 十 1 的 次 数 ( 对 应 于 顾客 的 到 达 , 从 而 使 系统 的 状态 从 7 
变 到 j 十 1),D;(1) 表示 样本 函数 {Ntw,t) ,yt 宇 0} 在 (0,tj 内 从 状态 十 
1 向 下 跳 回 到 状态 j 的 次 数 ( 对 应 于 顾 容 的 离 去 ,从 而 使 状态 从 j 十 1 
变 到 门 . 由 于 到 达 与 离 去 都 是 单个 地 发 生 ,; 我 们 有 

IAW — DO) <1 

RR AGRA AMIN Ce.) 220} TEC TAMERS 
HER Ae OR BL AS AD AR. DC) Be oR PE PN 
Cot) 0220} EO | AGE RRA Il PF BE — a OST EP BD 
状态 @ BRIN) AT RR TERE HOE F BUDA ARE TR SLA, 
数 , 即 以 概率 1, 有 


o DO 
lim AG ™ | 
而 且 
limAC#) = limDCt} = co 
于 是 
| DD — As) | + 2 | 
lim | BG) ~ AW | Sem Du | 
| AQ A,(t) 
+ lim -pen -1 AQ) 
但 
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0 < |D, Ce) — A,() | 1 


— ĝi, fe oo 


DCE) = p 
于 是 
lim D,E) ~- Asad = 
eol DCL) Att) 
Bl) 
ey et AA a 
lim DA) = lim img J Orlses 
A,(t) 


waste AO arp it 1 = REAL RRO A 
顾客 } 的 频率 ,由 强大 数 定 律 , 有 
-ii A,@) 
P, = am ACH). 
rae ttt xO ath + ERE EKA 
发 生 的 频率 ,有 


1 =- lim DQ) 
Po = TE DGD 


于 是 pT = py 7H 0512 
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